一类恒成立不等式的解题策略与方法

广东省中山市实验高中   周德茂

已知某个不等式恒成立，求参变量的取值范围，是高中数学的一个重要题型，几乎每年高考都有这种题出现. 笔者通过教学实践及对往年高考相关试题的研究，对解决该类题型的常用对策及方法作了一些梳理和总结，望能与各位同仁交流和商讨.

策略一  原不等式可实施变量分离，最终形成g(t)>f(x)或g(t)<f(x)的结构（不妨假定t是参变量）.则对于g(t)>f(x)恒成立，只需g(x)>f(x)max；对于g(t)<f(x)恒成立，只需g(x)<f(x)min，这里均假定主变量x的范围已知.

例1  若x>0，y>0，且
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解：由已知不等式得
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（1）式恒成立，只需
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简评：变量分离，是本题求解的基础. 同样是变量分离，请看下题.

例2 已知不等式
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解：原不等式
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①若m=4，上式恒成立；

②若m>4，则
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③若m<4，上式可化为 
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[image: image16.wmf](

)

2

max

1cos1

m

q

-³=

，即
[image: image17.wmf]0

m

£

.

综上知，
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简评：分类讨论，是本题实施变量分离的关键.

策略一解题的基础是求函数的最值，因此，各类函数求最值的方法要熟练掌握，尤其是用导数的方法求最值要引起足够的重视.

例3 设f(x)=a+
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解：
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策略二  直接求原不等式的解集，利用子集的思想求解.

例1 设不等式
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恒成立，求实数a的取值范围.

解：
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    （1）当a>1时，
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（2）当0<a<1时，
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综上知，
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利用子集的思想解题，思路十分清晰.

例2 已知f(x)=
[image: image40.wmf](

)

2

2

log(),13

xaxa

---¥-

在

上是减函数，求a的取值范围.

解：要使f(x)=
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其次，令f(x)的定义域为D，则
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对于不等式
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（i）当-4<a<0时，定义域为R，结合（1）得
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综合(i)（ii）知，
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采用策略二，要求熟练掌握各种基本不等式的解法，同样，分类讨论的思想不能忽视.

策略三  某些不等式分离变量或直接解不等式均比较困难，适合用数形结合的方法求解.

例1 设x的不等式
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分析：构造两函数
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则对于
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象g(x)在f(x)的上方.

解：令
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（1）当0<a<1时，显然不成立；

（2）当a>1时，在同一坐标系中作出两函数

的图象如右所示.

当
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要使1<x<2时，g(x)的图象在f(x)的上方，只需
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依据对数函数的图象变化与底数变化的性质，可知a<2，结合a>1得1<a<2.

综上所述知，a的范围是
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评注：本策略要求熟练掌握基本函数的图象及变化规律，而找特殊位置或“极限”位置是关键.

例2 关于x的不等式
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解：原不等式等价于
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由图象知，两函数应在y 轴左方至少有

一个交点.

若在y轴左方两图象只有唯一交点，则

方程2-x2=x-a只有唯一根.

由
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若y=g(x)的图象恰过（0，2）点时，则

a=2.

    故结合图象得
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以上探讨的是对一类恒成立不等式问题求解的三种基本策略，当然，求解的方法不仅仅只有这三种，只是笔者通过教学实践，觉得这三种方法比较基础，且对提高学生的数学思想与方法比较有效. 究竟哪一种方法更好，应根据具体问题去选择. 作为同步训练，读者不妨思考以下练习：

1．（2006江西理6）若不等式
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