数学竞赛中的函数方程问题
广东省中山市古镇高级中学
区汝径
数学家早在200多年前就开始研究函数方程了。一直以来，在各类数学竞赛中，关于函数方程的题目几乎是比考的题目，可见它的重要性。本文就常见的几种函数方程类型，谈谈它的几个解法。
（1） 代换解法

   
例1、解函数方程
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解：把原函数方程自变量
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再把原函数方程自变量
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。三式联立，解得：
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例2、已知
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解：由
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整理，得
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，即：
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小结：代换法的基本思想是：将函数中的自变量
[image: image24.wmf]x

适当的代换以别的自变量（注意：在代换时力求函数的定义域不发生变化），得到一个新的函数方程，再联系原函数方程的一些特征进行解题。至于原来函数方程的自变量
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用什么式子代换才适当，代换多少次才能得到答案，那就看函数方程的具体特点了。
（2） 特殊解法
例3、求多项式
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解：
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[image: image42.wmf]0

)

(

=

-

x

x

p

是代数方程，故
[image: image43.wmf]x

x

p

-

)

(

实际上恒等于0，即
[image: image44.wmf]x

x

p

=

)

(

。另一方面，
[image: image45.wmf]x

x

p

=

)

(

满足
[image: image46.wmf][

]

1

)

(

)

1

(

2

2

+

=

+

x

p

x

p

及
[image: image47.wmf]0

)

0

(

=

p

，因此，是所求的唯一的多项式。

评析：本题解题的关键是通过有限次试验发现
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例4、函数
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解：由（2）
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小结：在数学竞赛种，相当数量的函数方程解法是没有固定规律可言的，所以“法无定法”。这里尤其需要的是创造性思想和机敏的解题技巧，发掘题目中所隐含的规律。

注：①等差数列求和公式：
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②代数基本定理﹝Fundamental Theorem of Algebra﹞在实数域中的阐述：对于实数域，每个次数不少于1的实系数多项式在实数域中至少有一根。由此推出，一个n次实系数多项式在实数域内有且只有n个根，重根按重数计算。
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