
剖析导数在高考 

考搦 

I 地 占 

■中山 高建彪 

微积分是近代数学最伟大的成就，中学阶段把微 

积分最核心的导数内容，列为学习与考试的要求．由 

于导数是研究函数性质的重要工具 ，又有着丰富的实 

际背景和广泛的应用，导数也自然成为了历届高考考 

查的热门之一、纵观 2007年全 国各地 37份文理卷， 

有近三分之二的试卷既出现了考查导数基础知识的客 

观题，又有考查导数综合运用的解答题．在客观题 

中，试题主要涉及导数的计算、求曲线的切线、函数 

的单调区间与函数的极值等知识点的简单运用；在解 

答题中，试题更体现了对导数综合运用较高的能力要 

求．下面结合2007年高考数学中的解答题，谈谈导 

数考查时中的几类主要题型、 
一

、 研究函数性质 

导数作为研究函数问题的利刃，常用来解决极 

值、最大 (小)值、单调性等三类问题．在求解这些 

函数 问题时，要结合导数的思想与理解性质的基础 

上，掌握用导数方法求解的一般步骤，列表归纳如 

下 ： 

相关性质 用导数方法求解的基本步骤 

堕 
在某个区间(a，b)内，若 
f ( )>O，~tJf(x)在这个区 ① 求-厂 ( )； 

调 间内单调递增；若f ( )< ② 解f ( )>O，得到增区间； 

性 0，贝ll厂( )在这个区间内 解f ( )<O得到减区间
． 

单调递减． 

设函数厂( )在点 o附近 ① 求f ( )； 

有定义，且若对 o附近 ② 解方程f ( )=O； 

所有的点都有厂( ) ) ③ 检查f ( )在方程根左右 
极 (或f(x)>厂( o))，则称 

f(x。)为函数的一个极大 的值的符号，若左正右负，则 值 

(小)值，称 勘为极大 取极大值；如果左负右正 ，则 

(小)值点． 取极小值
；如果左右同号 ，则 

不取极值． 

若函数厂( )在[ 6]上单 ① 求 ，， ( )在( 6)内的极 

调递增，则-厂(。)为最小 值； 

最 值，f(b)为最大值 ；若 ② 将
y_厂( )在各极值点的极 f(a)在[ 6]单调递减

， 

值 则-厂(o)最大，-厂(b)最小． 值与f(a)、f(b)比较，其中最 

大的一个为最大值，最小的一 

个为最小值． 

在熟练运用导数工具研究函数的性质同时，我们 

要注意比较研究函数的导数方法与初等方法，体会导 

数方法在研究函数性质中的一般性和有效性． 

圃 (2007年海南卷，文19)设函数 )： 

ln(2x+3、+ ． 

(1)讨论 )的单调性； 

(2)求 )在区间 [一 3
， 
l j的最大值和最小 

值． 

医蘸摘根据题意，易求得 )的定义域为 

(一 ，+ )、 

(1) + 百4x％6x+2= 业
． 

当一 <一1时 ，f ( )>0；当一1 <一 时 ， 

_厂 ( )<0；当 >一~-~,-tJ ( )>0．由此可知 ( )分别在 
区间 (一 3

， 一
1)， (一下1

， + )单调增加，在区间 

(一1，一 1)单调减少
、 

(2)由 (1)知／( )在区间 [一 3
， }]的最小 

值为 一 1)=in2+}； 

又 一 3) }) 手+9山手一 =ln号-+ 
=  ( )<0． 

所以／( )在区间[一 3
，}]的最大值为／( )： 

． 

圈 此题若用初等方法求函数 )的单调区间， 

则十分困难，而采用导数方法来研究，通过“求导一解 

不等式一写单调区间”这三步，即可简捷地完成解答． 

一 般来说，用导数方法求函数f( )的最大 (小)值， 

先求函数的导数f ( )，再解f ( )=O得到极值点，最 

后列表分析得出结论．此题的解法，省了列表的繁琐， 

直接依据单调性分析极值点的归属，并结合区间端点 

值的比较而进行求解． 

二、证明不等式成立 

证明不等式的方法有许多，导数作为研究一些不 

等式恒成立问题的工具，体现了导数应用上的新颖性 
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1 肿 考 

以及导数思想的重要性．由导数方法研究不等 

考 

点 

解 

读 

(小)值的研究，经历某些代数 变形，得到待证 明的 

不等式． 

圈豳圈 (2007年安徽卷／理18)设a~O,f ) 一1一 
In x+2aln x(x>0)． 

(1)令F(x)=xf ( )，讨论 )在(O，+o。)内的单 

调性并求极值； 

(2)求证：当x>l时，恒有x>lnZx一2alnx+1． 

豳 (1)根据求导法则有f，( )：1一 + 

一

2a
， x>0，故 F( ) ( ) 一21nx+2a，x>0，于是， 

F ( )=1一 一=鱼 ，x>0．歹q表女口下： 

(O，2) 2 (2，+∞) 

O + 

) 极小值 2) 

由上表可知 ， )在 (O，2)内是减函数，在 (2， 

+oo)内是增函数，所以，在x=2处取得极小值 ， )= 

2——21n2+2~ 

(2)证明：由n≥O知，r(x)的极小值 r(x)=2— 

21n2+2a>0，由上表可知 ，对一切 ∈(0，+o。)，恒有 

F(x)=xf ( )>O． 

从而，当x>O时，恒有f ( )>O，故／( )在 

(O，+o。)内单调递增． 

所 以 ，当 >1时 ( ) (1)=0，即 一1一ln2x+ 

2alnx>0． 

综上可知，当x>l时，恒有 x>l—ln 一2alnx+1． 

圜 观察第二个问题中待证明的不等式，易发 

现与函数／( )有着同样般的 “相貌”，结合函数思想 

在不等式证明中的作用，将问题转化为研究函数 

／(*)在 (1，十o。)上的单调性及最小值．此道高考题 

主要考查了导数的概念与计算，以及利用导数研究函 

数单调性、极值和证明不等式的方法，这体现了高考 

中对综合运用导数知识解决问题的能力要求． 

三、求解参数范围 

给定含有参数的函数以及相关的函数性质，求解 

参数的值或范围，需要我们灵活运用导数这一工具， 

对问题实施正确的等价转化，列出关于参数的方程或 

不等式，在此类含参问题的求解过程中，逆向思维的 

作用尤其重要， 

豳 (2007年全国I卷／文2o)设函数f( )= + 

3ax％3bx+8c在x=l及x=2时取得极值． 

(1)求 a、b的值； 

(2)若对于任意的Xf．[O，3]，都有f( )<c 成立， 

求 C的取值范围． 

豳 (1)／ ( )=6xz+6ax+3b，因函数／( )在*= 
1及x=2取得极值，则有f (1)=O，f (2) O，即有 

f6+6a+3b=0． i
24+12a+3b=

’

o．
解得 一 ， =4· 

(2)由 (1)可知 ，f(x)=2x3-9x +1 +8c，f ( ) 

=6x2-18x+12=6@-1)@一21． 

当 ∈(0，1)时，f ( )>O；当 ∈(1，2)时 ， 

f ( )<O；当 ∈(2，3)时，f ( )>O． 

所以，当x=l时，／( )取得极大值／(1)=5+8c； 

又f(0)=8c，f(3)=9+8c，故当 E[0，3】时 ，f( ) 

的最大值为f(3)=9+8c． 

因为对于任意的 E[0，3】，有f( )<c 恒成立， 

所以9+8c<c ，解得 c<一1或 c>9， 

综上可知，C的取值范围为 (一o。，一1)u(9，+o。)． 

依据导数求函数极值的理论，将极值点转 

化为方程f ( )=O的根，由方程思想易求得两个待定 

的系数．解第二个问题的方法与前面证明不等式的思 

路类似，利用导数对函数最大值进行研究。然后将含 

参不等式恒成立的关系转化为关于参数的不等式，解 

不等式而得到所研究参数的范围． ． 

四、研究相切问题 

导数的几何意义表现为曲线的切线斜率值 ，从而 

利用导数可求曲线 )的切线，并进一步将导数融 

合到函数与解析几何的交汇问题 中．解决此类相切问 

题，一般先求函数的导数y=f ( )，依据曲线y=f( ) 

在 = 。的切线斜率为 k=y I ( )『 而进行研究． 

由于切点具有双重身份，既在切线上，又在函数图像 

上，从而对切点的研究可作为解决问题的纽带，特别 

是在不知道具体切点的情况下，常常设切点坐标并联 

立方程组而求解． 

匿隧 (2007年全国II卷／理22)已知函数f( )= 
3

—  

． 

(1)求曲线y=f( )在点M (t，f(t))处的切线 

方程； 

(2)设 a>0，如果过点 (a，b)可作曲线 y=f( ) 

的三条切线，证明：一a<b (a)． 

豳 (1)求函数／( )的导数：f (x)=3x2-1． 

曲线 y=f( )在点 M (t，f(t))处的切线方程为 

y-f(f) 厂 (t)( —t)，即y=(3fl-1) 一2f ． 

(2)如果有一条切线过点 (a，b)，则存在t，使 

b=(3fl-1)口一2 
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于是，若过点 (a，b)可作曲线y=f( )的三条 

切线，则方程2t3_3at +。斗I6=O有三个相异的实数根． 

记 g(t)=2tL3 2+。斗I6=O，则 g (t)=6t2-6at= 

6t(t一。)． 

当t变化时，g(t)，g (t)的变化情况如下表所示 ： 

t (一o。，O) O (0，a) n (a，+o。) 

● 

g ( ) + O O + 

g(t) 极大值a+b 极小值 6_= a) 

由g(t)的单调性，当极大值a+b<0或极小值b— 

f(a)>O时，方程g(t)=O最多有一个实数根；当。+ 

b=0时，解方程g(t)=o，得 t=O，t= ，即方程 g(t)= 

0只有两个相异的实数根 ；当b-f(a)=O时 ，解方 

程 g(t)=o，得 t一 ，t=a，即方程 g(t)=o只有两个 

相异的实数根． 

综上，如果过(a，b)可作曲线 y=f(x)三条切线 ，即 

f) 有三个相异的实数根，则{ ，即— 
依据切线的斜率等于切点处的导数值 ，易 

轻松完成第一个问题关于切线方程的求解；第二个问 

题所涉及的三条切线，可等价转化为方程有三个实数 

根的问题，进一步利用导数对函数性质的研究，可解 

决方程实数根个数的讨论． 

五、解决实践问题 

在工农业生产、生活等实际问题 中，常常需要研 

究一些成本最低、利润最大、用料最省的问题．我们 

先把实际情景翻译为数学语言，找 出情景中主要的关 

系，抽象出具体的数学问题，化归为研究目标函数的 

最大 (小)值 ，从而可利用导数方法简捷求解，此类 

问题称为优化问题．解答此类问题 时，需要抓住三个 

基本步骤：①建立函数关系；②求极值点．确定最大 

(小)值；⑧回归优化方案． 

嘲 (2007年北京卷／ 

理 19)如右图，有一块半 

椭圆形钢板，其半轴长为 

2r，短半轴长为r，计划将 

此钢板切割成等腰梯形的 

形状，下底 AB是半椭 圆的 A 

短轴，上底 CD的端点在椭 

圆上 

— 

考搦 

， 记 CD=2x，梯形面积为 S． 
／ 、 ⋯ ⋯ 、· ⋯ — — ·I-— 

定义域； 

(2)求面积S的最大值 

豳 (1)依题 

意 ，以 AB的中点 0 

为原点建立直角坐标 

系 0 (如右 图 )， 

则点 C的横坐标为 ． 

由点 C的纵坐标 

J 

厂。 。、 D 
—  

c 9 
． 

，，满足方程手 =1(，，≥o)，解得2、／ (o <r)， 
．s= 1(2x+2r)-2、／ 二 =2( +r)·、／ ，其定义域 

为 1) 2)⋯ n)>(e +2) ，nEN ． 

(2)记-厂( )=4( +r) (r2 )，O<x<r，,~lJf ( )= 

8( +r) r一2x)． 

令f ( )=O，得 =÷ r． 

因为当 O< <r 时 ，_厂 ( )>O；当r < <r时 ， 

f ( )<O； 

所以厂(÷ r)是厂( )的最大值． 

因此，当 =÷ r时，S也取得最大值，最大值 

为 (5 -r)= r2，即梯形面积 ．s的最大值为 

r2 
^  。 

图 解决实际问题的关键在于建立数学模型和 

目标函数．此题 以钢板的切割作为背景，综合了圆锥 

曲线的运用．在 用导数工具来研 究 目标 函数 的最大 

(小)值，也没有进行列表分析，而是通过对单调性 

的分析及端点函数值的比较，得到 目标函数的最大 

值 ． 

由上可知，导数思想方法具有程序化、易掌握的 

显著特点，它是一种有力的工具，可以作为解决函数 

的极值、单调区间、函数在闭区间上的最大 (小)值 

等基本方法．导数的广泛应用为研究函数性质、函数 

图像开辟了新的捷径，成为沟通函数与数列 、不等 

式、圆锥曲线等问题的一座桥梁．我们要意识到导数 

工具的重要性，下最大的功夫进行突破，为今后的深 

入学习与研究打下坚实的基础． 

责任编校 赖庆安 
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