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先猜后证，发现之魂 
一高建彪 

推理与证明在数学学习与发现中具有重要的地位 

与价值，推理包括归纳推理和类比推理这两种主要的 

合情推理以及演绎推理等，证明包括综合法 、分析 

法、反证法、数学归纳法等证明方法．其中，合情推 

理都是对结论进行猜测 ，所得结论不一定正确 ，从而 

需要进行证明．正是 由于这种 “先猜后证”的模式， 

成为了科学发现之魂，自然科学和数学研究中许多结 

论，都有先猜后证的影子，下面结合数学中的四例问 

题来仔细体会． 

一

、 数列问题 

匦 数列{ J中，已知。 = 1， =％。。+ __ 

(n≥2，nEN )． 

(1)计算 啦，啦， 的值 ，并归纳猜想出数列 

{％}的通项公式； 

(2)利用公式 = 1一 _厂证明你的猜想
． 

购 (1)当 时， = ：争+ 
：  ． 

2x(2+1) 3’ 

当 时， 时 -一手+ =}； 

当 时，瓯= + 寻+ = ． 

由争， ，}， 4，猜想： r̈． 
(2)易知 

+ + 叶  

=(1一争)+(争一})+ 1一})+．．，+c 一杀r) 
：  一  =  ． 

匮 也可以用数学归纳法证明如下： 
当 n=l时，易知猜测成立． 

假设当n=k(k∈N )时猜测成立，即吼=≠ ． 十1 

当 n=k+l时， 

： + = + 

： 墨( ±至)±!： 生：± 墨± ： ： ± 
(后+1)(k+2) ( +1)( +2) k+2 ( +1)+1‘ 

即n=k+l时猜测成立． 

综上所述，可知猜测对任何 n N 都成立． 

豳 由数列中的递推关系，写出若干项， 
观察这些项的规律，猜测 出其通项公式．要探 

讨猜测是否正确，必须通过证明的历程．这种 

先猜后证的模式，在解决数列的递推问题中十 

分典型． 

二、几何问题 

幽 我们知道三角形有性质：过AABC的底边 
AB上任一点 0分别作 OA ／／aC，OB ∥BC，分别交 

BC、AC=JZAt、B ，则 + 争为定值1．那么能 
类比此结论，猜想四面体 

中所具有的性质吗?试证 

明你的猜想是否正确． 

猜想 的结论为 ： 

过 四面体 -A曰C的底 面 

ABC上 任一 点 0分 别 作 

OAl∥VA， OB1／／VB， 

OCl∥VC，AI、 1、G 分别 

是所作直线与侧面交点．贝4 

+盟 +盟 为定值 1
．VA VB VC ’ 。 ／ ， L ‘ 

下面证明如下： 

如 图 ，设 平 面 OA， 

VA nBC= ， 平 面 OB 

VB NAC=Ⅳ， 平 面 OC 

VCAAB=L，则有： 

D 

C 

C 

△MOA1一 △MAV， △NOB1一 △NBV，△LOCl 

△ C ． 

得 + + = + + ． 

在底面AABC中，由于 AM、BN、CL交于一点 

0，用面积法易证得 + + =1．所以 + 

}+ 争为定值 ． 
从三角形到四面体，存在着许多类比结论， 

如面积与体积等．此题利用相似三角形性质 ，容易得 

到此例 中三角形的性质：过 A、0分别作 BC垂线 ， 

过 B、0分别作 AC垂线，则用面积法也不难证明性 

质的定值为 1．通过类比，得到四面体的猜想。同时 

在证法上也体现 了类比，利用了三角形的相似及面积 

法研 究定值． 

三、三角问题 

避 已知下列三个等式： 
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sinE30~+cos260~+sin30~cos60~= 3
， 

sin220。+cos250。+sin20~cos50o：=}， 

sin。15。+cos245。+sinl5。cos45。：车． 

观察上述等式的规律，请你写出一般性的结论， 

并对你的结论进行证明． 

擅墨固一般性结论为：sin2a+cos (0f+30o)+sinot·cos 

(a+30。)=}． 

证明过程如下： 

左边= +l+cos(
22a+60~) ·(字  

COS~-- sinct) ， 

：  二 垫+ ：! ! 二 竺 
2 2 4 

sin2理一_1-cos2~ ) 

一 3 
一  

．

‘

． 原式得证． 

此类由一组三角恒等式来观察发现其规律 

的问题较为经典，一般化就是根据一组 已知式子，发 

现 出存在一般规律 ，然后进行证明，这是数学中一种 

科学发现的手段，即通过类比、归纳、猜想、证明等 

过程得到新的数学结论．我们要善于从解题 中发现出 

新的问题，从身边的世界中发现出存在的科学规律． 

四、解析几何 

塑 已知动点P到定点 1，0)的距离比它到直 

线x+2=0的距离小 1，若记动点P的轨迹为曲线C． 

(1)求曲线 C的方程． 。 

(2)若直线 与曲线 C相交于 A、B两点 ，且 

J-OB．求证：直线 过定点，并求出该定点的坐 

标． 

(3)试将 (2)小题的结论进行推广，并证明你 

所推广的结论． 

豳 (1)动点P到定点F(1，0)的距离比它到 
直线x+2=0的距离小 1， 

所以动点 P到定点 1，0)的距离与它到直线 +l= 

0的距离相等． 

由抛物线定义得：点P在以 1，O)为焦点直线 

x+l=O为准线的抛物线上， 

设抛物线方程为yZ=-2px(p>O)，则 =1，解得p=2． 

所以抛物线方程为y~--4x． 
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(2)设直线 与抛物线交于点( ，Y。)，( ：，y2)． 

若直线￡的斜率存在，设 ： +6，则 ’消 
I'， ． 

得五产 因此 6 且 ． 

又{ ： 簪=告． 
由 OA上∞ ，得 ·丝一 1，即 一l，6=一4k， 

直线为y=k( 一4)，所以直线三过定点 (4，0)． 

若直线￡的斜率不存在，即直线￡与 轴垂直， 

则直线 (或直线OB)斜率为 1， 

则{ 解得x=4．所以直线 过定点(4，o)． =蚪 
， 

(3)推广的结论为：直线 与 CP>0)相交于 

A、 两点，且OA-LOB， 则直线￡恒过定点(2p，0)． 

证明过程如下： 

设A(芒 ，Y，)， (善 ，Y2)，A曰与 轴的交点 

为 C(m，0)． 

-

．

‘

OA上伽，．·．棼 ·譬 l·y2=O，即yff~=一4p Zp 印 

直线 AB的方程 为 =— ： ，化简即 

等 等一等 
~2py -- y~ 1 

· 

y---o~， - 'Y!R
．z 而1，解得 等--2p， 

． ． 直线AB过定点 ( ，0)． 

直线与抛物线相交的问题，常用方程组思 

想，消元得到一个一元二次方程，结合根与系数的关 

系进行研究，这在第2问的解答中充分体现了这种思 

路．第3问则将第 2问的定值规律进一步一般化，需 

要我们具有较强的思维推理及运算能力．在圆锥曲线 

的研究中，存在着许多类似的定值问题，这些定值规 

律的探索，都必须经历由特例来猜测，．然后通过运算 

来进行证明猜测是否成立． 

鲴 “先猜后证”，反映了人们的认识规律，也 
蕴含了“悟”的自然过程；“猜”是探索结论的感性认识 

基础，是“证”的前提与对象，而“证”则是“猜”的必然逻 

辑发展 ，是“猜”的归宿和证实，是对规律的领悟和理 

解，即“悟”的生动过程．先猜后证 ，是数学发现之魂， 

我们一定要融会贯通这种精髓． 
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