
数学有数 

从一道试题的求解看一类通项公式的求法 

■许少华 

数歹U的通项公式是数列 的基本公式之一 ，它 司以 

准确地揭示数列的所有项 ，也可以代表数列的任意一 

项进行运算与推理．几乎所有数列问题都与通项公式 

有关，特别是数列综合题，是否可解?几乎取决于能 

否准确的认识通项．因此，关注它也是必须的．下面我 

们通过一道模拟试题的求解，看看一类通项公式的求 

解． 

例题 ：数列{％}满足 n。=0，且 ‰ = ，试问： 
n 十j 

m为何值时，总存在正整数n使an+ <m成立? 

分析：本题很明显，从％。： 璺 中求出通项公 

式是求解本题的重点．如何求呢?转化是关键．下面先 

求通项公式 

解析一：由 = 得： 1 = an丽+3 = 1 
瓯 十j Ⅱ +1+ l 斗 l r十 l， 斗 

+ 可 ． 

因此者= 1+2(丽1 ，那么 1 一者= 

争‘ 1一 )， 
．

·

． 

1
=者+‘ 1一者 -．+( 一 

者 ： 1+ ： 者)= + 一 (1_ ) 

i丁 

点评：将递推公式进行变形至理想结果，建立在 

该 式的基础 上 “向下”再 写一 个．然后 ，两式相 减 ， 

促成一新的数列产生，利用新数列的特点、再结合一 

个恒等式产生结论这是我们常甩的方法之一． 

类题 1：数列 {％}满足Ⅱ。=4018，且 =—里 ， 
m 十l 

试求最大的正整数 m，使 m≤％to成立． 

解析二：由％ j -“= 等 j I 以十j 十j +十I 
一 【 )+2 一_l_+ 一 一 
4(an+1) ’an+l+1 4 。2(an+1) ’an+l+1 2 2 

( )． 

显然，数列{ 1一 )是以 1 一争为首项， 

以 为公比的等比数列． 

于是 1_一 1=‘ 1 一争)‘ 1= 1 j％ 
2 1 ‘ 

点评 ：将递推公式进行变形产生一个新的等比数 

列．结合等比数列的通项公式产生结论．这也是我们 

求通项公式的常技巧之一． 

类题2：设hi=争且6n ，n∈N’，记 

器 ，求％． 

解析三：由 = j ： 等 j Ⅱ 十j C 一l 
=  等j上 =音 ， = 卜1o~l-1 2 2 2( 1)‘ 1 ’、 1 一 
么 _2． 

于是，bn+l= (鲁)。‘ b3)⋯。‘ bn+1)=( 10 2 0 al--+ 1 D l 
)。2 一2一，即 丁+ 一2 ，从而 = ． 

点评：本解"i-L-将递推公式变形，产生 “ =2” 
0 

后构造 “等比”·to_等式。利用这一恒等比产生结论． 

其实，这一恒等式有着非常广泛的应用，它不仅仅可 

以处理相等的情况。不等时也同样可以处理．请看： 

类题 3：设数列 {％}满足 0-I>3，且 an+l≥2％+1， 

n N ，证明：对所有的n≥1，有1_l_+T +⋯ 

≤争． 
解析四：由 = j -+l= ⋯⋯① 

l+j l十l 

又 。： 1： ⋯⋯⋯⋯⋯② 
an +3 以+j 

①式除以②式得： 等：2 嘞an一+ 1)． - 
an+

。

l

一

+r1= 。2 一2 = 
．  

点评：本解法中的 “①式除以②式”是关键性的 
一 步．也许很 多同学会问及这两式如何产生7其实． 
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真正值得关注的 “+1”与 “一1”的出现．这种方法叫 

“特征根法”，我们可以将将％+ ： }中的 与％ n 十j 

都换成 得方程 =专竽j 1或 一1，此时便 

有 + 一1与％+。+1的诞生了，方程 = 挚叫an+l 
的特征方程，利用特征方程是发现递推数列求 

珥l十j 

解思路的重要方法之一，请再看： 

类题 4：设 a>2给定数列 { ，其中Xl=Or，"~n+l-- 

Xn z 

， 求证：若 3，那么x．~<2-t。 ’ 

类题 5：已知 。>0， ≠l且 1= ，试 

证：数列 】或者对任意自然数n满足Xn+l 或对任 

意 自然数 n满足Xa+l>X ． 

下面完成本题的剩余问题的求解 

由 <mj号等}<mj2 (1一m)<1+m⋯⋯⋯( ) 

(1)当1一m>0即m<l时，2 {兰 · 

①若 旦≤2，得：m≤}时，n的值不存在； J
-- m  ：) 

②若 >2，得：m>}时，n的值必存在，至 

少 可以是 1． 

(2)当 1一m--O即 m=l时 ，1+m-2此时不等式 

( )恒成立，即n可取任意正整数． 

(3)当 1-m<O即 m>l时，不等式 ( )恒成立， 

即n可取任意正整数． 

综上，当m> 时，总存在正整数n使 。<m成 

立． 

通过上述一例通项的求法，可以看出：求数列的 

通项公式不是孤立的，它将数列的基础知识、基本方 

法以及涉及的基本技能恰到好处地融为一体，因此， 

有关通项公式的求懈与应用是各级各类考试经常考查 

的重要技能之一，要想在考试中能够顺利地拿数列 

分，通项公式的求法你非掌握不可． 

类题演练答案： 

类题 1：由 +·= 广j％+ 一％ 厂一 m十l 1_1 

1<0，因此，020lo=Ⅱ】+(Ⅱ2一 1)+⋯+(。加I。一cE2。 )=嘶一2009+ 

(者+ +．叶 )>aa-2009=200蛆 · 

若者音 +一一‘+ 1< < 2010 
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2,01U 
一 1 

—

2009—+1一 ‘ 

显然，2009<o~o1o<2010， 

取m=2009，则m是满足m<~a,zo 。的最大正整数． 

类题2：由 =寺j 告=兰窒 c一 
． d 一 

1 6 

显然，数列{ b ．-1 f疋 , b~-I为首项，以一 为 

于是 去=鲁 ‘(一 ) ． 
·

． 
：手，．·． 舞丢=鲁軎’({) 一．(一争) · 

类题3：由 - 2a~+1，得} 一≤}， 
．

·

． 

1
=击·( )．( l+m)．．⋯( ) 一1 l+0l 、1 1 

≤ ·(争) ．又由于。t≥3，因而音 + 1 +．．‘ 
+ 1 ≤ 1+ 1 +( ：面2 ≤ 1· 

：南 警 ’警 
(譬) 譬：( ) 丽2 · 

·

．·0c也 — >1j( ) >1． 
O卜￡ OL-L 

慨) +舭得( ) ：(1+ ) ≥ 

2 ‘ 
0|_二 ， oc 、 。 ， 厶 

类题 5：由 等 

：c等， ：c等 ～～器 ． 
． 显然 ，若 Xl>l时， 1；若 0 l<l时，0 1． 

- ， 

故当 I>l时， ；当 0 l<1时， ． 
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