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谈 归纳 推理 在 解 题 中 的应 用 

■中山市第一中学 许少华 

归纳推理是由某些事物的部分对象具有某些特 

征。推出该类事物的全部对象都具有这些特征的推 

理 ．或者由个别事实概括出一般结论的推理．归纳推 

理在具体实施过程中，关键是找到 “部分对象具有的 

特征”，再将这一特征应用到 “该类事物”中去．归纳 

推理有过无数次的辉煌．产生过一个又一个的伟大发 

现．它是数学的重要方法之一 ，下面谈一谈这一重要 

方法在中学数学中的应用． ． 

一

、 数据分组。变隐为显 

面对 “一大堆”的数据。欲从数据中发现问题、 

发现规律，往往要对数据进行处理。分组是重要方法 

之一．通过数据分组．使隐藏在数据 “深处”的规律 

显现出来． 

匦 设有数列1，2，2，3，3，3，4，4，4，4，⋯ 
①问10是该数列的第几项到第几项? 

②求第 100项： 

③求前 100项的和． 

I解析l将已知数列进行分组，第一组一个 ⋯1’； 

第二组两个 ⋯2’：第三组三个 “3”：第 四组四个 

“4” ⋯如此下去． 

①易知 “10”皆出现在第十组，由于前九组中共 

有：1+2+．．·+9=45项．因此 1O在该数列中从第46项 

到第 55项． 

② 由 1+2+⋯+n<lO0，即 <100成立的最 

大自然数为13，又l+2+⋯+13： ：91，因此 
二 

第 100项为 14． 

③由②知该数列前 100项的和为：Sioo=lxl+2x2+ 

⋯ +13xl3+9x14=945． 

f点嗣 本题建立在已知数列的基础上，归纳出所 

求结论．其方法可能较 多．对数据分组也许是其 中较 

为理想的方法．它通过合理的分组，使规律 由 “隐” 

变 “显”，抓住规律、再利用规律使结论快速产生． 

二、寻找 “邻居”。快速反应 

有些问题的构成规律很清楚，但要利用这个规律 

解题却存在一定的困难．此时，我们可以通过对相邻 

两项所满足的关系进行分析、转化彳4用 “分析与转 

化”的 “成果”进行处理．也许问题的求解一下子变 

得轻松、自然． 

1倒 观察下表中的数字排列规律： 

请问：第 lO行的第 2个数是 — — ：第 n行 
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(ni>2)第 2个数是 — — ． 
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一 个 

⋯1’，第二行是两个 “2”，第三行的第一个数是“3”． 

其它数按照杨辉三角的构成规律．于是． 

设第n一1行的第二个数为 第 ／7,行的第二个 

数为 ，则 =％一l+n一1，即 ％一an一1= 一1，由于 啦=4， 

又 a~=a3+(a4一毋)+⋯+( 一瓯一I)=4+3+4+⋯+( 一1)=4+ 

×( 一3)：下nz-n+2
， 于是第 10行的第 2个数 

二 二 

是 。，0= =46． 
Z 

l点评l本题建立在归纳推理的基础上进行分析、 

求解，产生 “第 1O行的第 2个数是多少”肯定没有 

问题 ，再产生“第n行(nI>2)的第 2个数是多少”则有 

困难．通过寻找“邻居”，借助数列知识．促成快速反应． 

使问题获解。它告诉我们归纳推理不是孤立的． 

三、步步深入。层层显现 

推理的进行往往是一步步深入的．面对层次分明 

的问题，要一步步前进、一层层深入，使问题深处的 

规律漫漫地显现出来．然后借助规律产生结论． 

圃 如图：一个粒子在 
第一象限运动，在第一秒内它 

从原点运动到 (0，1)，然后 

它接着按图示在 轴 、Y轴的 

平行方 向向右 、向上来 回运 

动 ．且每秒移动一个单位长 

度 ．求 2006秒时，这个粒子 

所处的位置． 

1解析l第一层有(0，1)，(1，1)，(1，0)三个整点 (除 

原点 )，共用 了 3秒 ；第二层有 五个 整点 (2，0)， 

(2，1)，(2，2)，(1，2)，(O，2)，共用 5秒 ；第三层有七个 

整 点 (0，3)，(1，3)，(2，3)，(3，3)，(3，2)，(3，1)， 

(3，0)，共用 7秒，⋯，第 n层共有 2n+1个整点，共 

用 2n+1秒．假设第 2006秒时粒子运动在第 n+l层 。 

那么前 层共用秒数为卫 ± <2006
， 由此得 

最大 n：43，且当n：43时，卫 业 ：1935
， 于 

Z 

是．第 2006秒时，粒子在第 44层 ，且在第 71个出 

现，根据规律我们知道第44层将从点 (44，0)开始， 

那么(44，0)，(44，1)，⋯，(4J4，43)，(44，44)，(43，44)， 

(42，44)，(4l，44)，⋯，(18，44)，共 71个．因此 ，第 

2006秒时，这个粒子所处的位置为 (18，44)． 

I点评l本题通过认识第一层、第二层、第三层， 

想象出第 n层．使规律一下子变得清晰可见，再抓住 

20 

各层的构成规律产生结论，无论是思维还是推理都恰 

到好处，没有丝毫 “浪费”． 

四、抓住起点。合理展示 

“起点”，指的是初始状态，如数列的前几项、动 

点运动的前几秒、几何图形的最基本的几种情形等． 

通过对 “起点”的分析、探究，揭示其规律的本质特 

征 ．从 而使 问题 获解． 

匦囹设数N{od的前n项和为S ，对一切n∈N ， 

点( ， )都在函数，( ) +寺的图像上． 
(I)求 n ，Ⅱ2， 的值 ，猜想 ％的表达式 ，并证 

明其正确性 ； 

(Ⅱ)将数列 {％)依次按 1项、2项、3项 、4项 

循 环地 分为 (01)，(oa， )，( ，吗， )，(n7，魄，09，口10)； 

( I1)，(r上l2， l3)，(Ⅱl4，0l5，0l6)，(nl7，nI8，0l9，020)；(c 1)， ⋯， 

分别计算各个括号内各数之和．设由这些和按原来括 

号的前后顺序构成的数列为 {b }，求6，+6。。。的值． 

圈 (I)因为点(n， )在函数 ) + 的 

图像上 ， 

故 =n+ ，所以 s =n2+ ％．令 n=l，得 0l= 

1+ 口1，所以al=2； 

令 n=2，得 al+啦_4+ 1啦，所 以 啦=4；令 n=3， 

得 0l+啦+Ⅱ3=9+ 1啦，所以 毋：6-由此猜想：o~=2n． 

用数学归纳法证明如下： 

① 当n=l时．通过上面的求解可知猜想成立． 

②假设 n=k( ≥1)时猜想成立，即a~=2k成立， 

则当n=k+l时，注意到 s n + (n∈N )，从而 s = 

(k+1) + +l， ： + 吼．两式相减，得 +1+ 

吼+广} ，即 +l=4k+2一吼，由归纳假设得c~=2k， 

故 + =4k+2一o~=4k+2—2k=2(k+1)．这说明当 n=k+l时， 

猜想也成立． 

由①②知，对一切n∈N ，a~=2n成立 ． 

(Ⅱ)因为o~=2n(n∈N )，所以数列{％}依次按 1 

项 、2项、3项、4项循环地分为 (2)，(4，6)，(8，10，12)， 

(14，16，l8，20)；(22)，(24，26)，(28，30，32)，(34，36，38，40)； 

(42)，⋯．每一次循环记为一组．由于每一个循环含有 4 

个括号，故 6。 是第 25组中第 4个括号内各数之和． 

由分组规律知．由各组第 4个括号中所有第 1个数组 
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成的数列是等差数列，且公差为20．同理，由各组第 

4个括号中所有第 2个数、所有第3个数、所有第 4 

个数分别组成的数列也都是等差数列，且公差均为 

20．故各组第 4个括号中各数之和构成等差数列，且 

公差为8O．注意到第一组中第4个括号内各数之和是 

68，所以 6I 68+24x80=1988．又 bs=22，所以 6 6l 

20l0． 

圈 本题无论是第一问还是第二问，规律的展 
现都是从 “第一” “第二”到 “第三”开始的．建立 

在前几个的基础上．发现规律、提出猜想，进一步验 

证或证明结论．这是处理很 多数学问题常用模式之一． 

我们必须加以重视． 

五、引入记号。妙揭规律 

我们解题时常用换元法．那么 “引入记号”其实 

是换元思想的延伸．也是特殊的换元法之一．由于有 

些看似规律性很强的数学问题，真正利用其显现的规 

律进行解题时，会发现操作性不强，甚至不可能操作 

下去．这时，我们可以引入记号。通过转换问题的形 

式，也许另外的规律被巧妙地揭示出来，难解的问题 
一 下子被征服 了． 

厘 围 (I)设{ }是集合{2t+2slo≤s<t，且s，t∈z}ee 
所有的数从小到大排列成的数列，即al=3，oa=5，a3= 

6， =9，c~=lO，a~=12，⋯ 

将数列{％洛 项按照上小下大，左小右大的原则 

写成如下的三角形数表： 

3 

5 6 

9 10 12 

(i)写出这个三角数表的第四行、第五行； 

(ii)求 aloo； 

(II)设(6 }是集合 {2'+2'+2qO~r<s<t，且r，5，tEZl， 

中所有的数从小到大排成的数列．已知 6 l 160，求 k 

的值． 

匿豳 (I)mieg(s,￡)表示s，￡的取值，那么数 
列 { }中的项对应的(s，t)也构成一个三角表 

(0，1) 

(0，2) (1，2) 

(0，3) (1，3) (2，3) 

有没有发现规律呢?第一行右边的数是 ⋯1’：第 

二行右边的数是 ⋯2’；第三行右边的数是 ⋯3’；于是 

⋯ ⋯ 第四行右边的数便是 ⋯4’，第五行右边的数自然 

就是 ⋯5’了．而左边的那个数总是从 ⋯0’开始逐个 

递 

。_。-。 。●。。。 。。。’。 ●。一  

．因此． 

2O；2 +2 =24；第五行的数是 ：2o+2 =33；21+2 =34； 

2 +25=38；23+2 =4o；24+2 ---48． 

(ii)由 1+2+⋯+13：l3 =91
， 知 aim在第 

十四行中的第 9个数，于是 a~m=2 +2。％16640． 

(II)对于附加题我们也引入记号(r，s，￡)分别表 

示 r，s，t的取值，对数列{6 }中项对应的r，s，t进行分 

组． 

第一组 ：(0，1，2) 

第二组：(0，1，3)，(0，2，3) 

(1，2，3) 

第三组：(0，1，4)，(0，2，4)，(0，3，4) 

(1，2，4)，(1，3，4) 

(2，3，4) 

第四组 ：(0，1，5)，(0，2，5)，(0，3，5)，(0，4，5) 

(1，2，5)，(1，3，5)，(0，4，5) 

(2，3，5)，(2，4，5) 

(3，4，5) 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 如此下去 

看到规律了吗?(1)(r，s， )位于 t-1组、第s列中 

的第 r+1个位置；(2)前一组对应的数都小于后一组 

对应的数；同组中前一列对应的数都小于后一列对应 

的数：同列中前面的数小于后面的数． 

由于6̂=1160=2。+2 +2 对应(3，7，10)，即第 9组、 

第 7列中第 4个数 ，因此由 【l+(1+2)+(1+2+3)+．．·+ 

(1+2+⋯+8)]+(1+2+⋯+6)+4=145， 

故 6 1160时，k=145． 

本题从 已知的 “三角形数表”可以看出， 

其构成的规律性较强，但写下去，直到产生 是根 

本不可能的，利用这些规律推出a。 呢?也不现实．怎 

么办?引入记号，通过这种方式进行引入，新有规律 

产生了，且极 易利用与操作．于是结论很快也就顺其 

自然地产生了．结合此题．可以看出合理引入记号的 

威力． 

归纳推理是重要的推理之一．也是处理问题的重 

要方法之一．面对一个数学问题如何应用归纳推理? 

没有固定的模式 (当然，也不是所有的数学问题都可 

以用归纳推理来解决)，要视具体问题的构成与规律， 

只有我们悉心探究、深入思考，也许才会用得恰到好 

处 ． 
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