
挖 掘 函数 图像 的 解 题 功 能 

函数图像是函数的重要表达形式之一，它可以直 

观地反映函数的变化情况，它将函数的各种性质及特 

点无一保留地展现在你的面前．正因为如此，函数图 

像也具有较强的解题功能，很多看似复杂的问题，通 

过函数图像便可轻松地获得解决．本文将向你展示函 

数图像的解题功能，也许对你全面了解函数图像会有 

所帮助．请看： 

一

、 图像——可以判断函数值的符号 

图像在 轴的上方与下方决定了对应点函数值的 

符号，显然，观察图像可以轻松地判断函数值的符号． 

_例 l设二次函数， ) 帆+n(n>0)，若存在实 

数 m，使_厂(m)<0，则必有( ) 

A． m-1)<0且_厂(m+1)<0 

B． m-1)>0且_厂(m+1)<0 

c． m一1)<0且 m+1)>0 

D． m-1)>0且 m+1)>0 

窿 结合 )的图像我 
们知道，该图像过点(0，n)， 

由于存在实数 m，使_厂(m)<0， 

那么图像与 轴有两个交 

点，设其横坐标分别为 。、 

＼ J ＼
一  

∞  
． 

／ 2 0 互 

又由对称轴为 — 1
，
得 (一 1

，0)，显然I I< 

1，即区间的长度小于 1．因此，m+l与 m一1必在区间 

( -， )外，于是 m-1)>0且 m+1)>0，故答案为 D． 

本题在判断函数值符号时，关键要找到 m+l 

与m一1所在的位置，通过这个位置产生结论． 

二、图像——可以判断交点的个数 

通过图像进行观察，可以发现两函数图像的交点个 

数，也可以发现函数图像与 轴或者特殊直线的交点个数． 

幽 已知函数)， )和)，：g( )在[-2，2]的图像 
如下所示： 

lY 

r厂＼ )，： ( ) 
2：／ o ＼1：． 

y-1 ． 2 
给出下列四个命题：①函数 g( )]与 轴有且 

仅有6个交点；②函数g )]与 轴有且仅有 3个 

■中山市第一中学 许少华 

交点；③函数，br(x)]与 轴有且仅有5个交点；④函 

数g[g( )]与 轴有且仅有 4个交点，其中正确命题 

的个数是 ( ) 

A．4 B．3 C．2 D．1 

晰l借助图像可以看出函数八 )与g( )的零点 
数量与零点范围，面对四个命题必须逐一分析，最终 

产生结论．函数y=f( )与 轴的交点有三个，其中一 

个是原点，设另两个横坐标分别t。，t ．对于命题①， 

当g ) -时，方程f[g(x)]=0有两个根；当g( )=0 

时，方程f[g(x)]=0也有两个根；当g( )=f 时，方 

程f[g(x)]=0有两个根，因此命题①正确．类似地分 

析命题③④也正确．对于②方程gF(x)]=0有四个根， 

故答案为 B． 

函数图像与 轴的交点 ，也就是相应方程 

的根．本题在分析与 轴交点时有一定的难度，将两 

个函数的零点结合在一起，既要看函数的零点又要看 

对应的值的范围，稍有粗心，便会出错． 

三、图像—— 可以求解参数范围 

参数的范围问题是我们经常遇到的，在求解过程 

中方法也多种多样，其中利用函数图像进行求解具有 

较强的直观性、 

圃 若 <lo 在 (0， 1)内恒成立，则实数 

m的范围为 ( ) 

A． ≤m<} B． ≤m<} 
C．1 ≤m< D

．

1 ≤
m<1 

圈 如图，由于 = 时，)，t= 1，又由两函数相 

交时， }．由}=l。 1 jm 
=  

， 得 m= ． 

又x2<l。g 在 ∈(0， 1)内 

恒成立 ，因此，实数 m的范围为 

y~<log．,x 

＼ ／̂ ． 
0 1 l ； 

≤m<1，故选D． 

圈 由m 产生“ 2<l。 在 (o， 1)内 

恒成立时，m的范围为 ≤m<1”,E-须结合图像进 
1O 
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行分析 ，否则很难产生结论． 

四、图像——可以产生单调区间 

函数的单调性是函数的一个重要性质，单调区间 

的产生可以结合单调性的定义也可以结合函数图像， 

其中通过图像会更方便． 

豳已知 )={ 升，则函数g( ) 一1)的 
单调增区间为— — ． 

豳 由于 )= 

-- X-- 

+1 

-- X+ 

一 1 

，(x<-I) 

那么 _1) 

( ≥1) 

，( <o) 

，(0≤ < 图像如下图所示
： 

- x+2，(1≤ <2)一⋯ ”⋯ ⋯⋯ ’ 
一 2，( ≥2) 

由图像可知，函数g ) 
=f(x-1)的单调递增区间为 

(0，1]U(2，+∞)． 

图 本题的难点有两 
处：其一，转化函数 )；其 

二，产生函数．厂( 一1)的解析 

l 

＼， ／ ／ 
D 1 2 ； 

式．当这两点攻破之后，作图与写单调区间就轻松了很多 

五、图像—一可以讨论方程的根 

方程的根与图像的交点有着千丝万缕的联系，将 

方程问题转化为函数问题，通过对函数图像的分析与 

讨论产生结论是常见的处理方法之一． 

圈关于 的方程( 一1)z—Ix2-1 I =0，给出下 
列四个命题： 

①存在实数 k，使得方 

程恰有2个不同的实根； 

②存在实数k，使得方 

程恰有4个不同的实根； 

③存在实数k，使得方 

程恰有5个不同的实根； 

④存在实数k，使得方程 

恰有 8个不同的实根，其中 

假命题的个数是( ) 

A．0 B．1 

C．2 D．3 

圈 Ix2-11=t， )=t2一 

J 1 

每．． 
毫 垆 } 

、 ／  

， l 

、 i 

| 

：： 一 ⋯V⋯‘ 
1 D 1 

t+k，k变化时二次函数上下移动，观察f(x)=t2-t+k 

非负零点的个数可得lx~ll=t解的情况： 

当时 = 1
，有4个根；当 =0，1时，有5个根； 

湮 盘 
— — 。。— — — — — — ’ 

， 然后再转化为关于 的二次函数，通过 )= l 
， J 左 ．斋 ￡L 土L 音 山 L̂，k 虬 盘 ￡L “f ” I 

“活”在本题中都得以展现． 

六、图像——可以处理恒成立问题 

恒成立问题是一类常见问题，它的常规求解方法 

是借助最值进行转化．在转化过程中，图像往往会起 

关键作用． 

匿豳 函数 =矿与 =lo (0< 1)的图像的唯一交 
点的横坐标为 是否存在实数t，使 0<x<x。时，不 

等式 5ta'+(4—3t)logg>O恒成立?若存在，求t的值或 

所在范围；若不存在，说明理由． 

凰 结合图像易知O<xo<l，当O<x<x。时， 

(0，1)那么不等式5彬+(4-3 )log 可转化为5t·T 一 
log 

+(4—3 )>0．令。=T— —一，~11．1f(a)=5ta+(4-3t)>O，当。∈ 
log 

(0，1)时恒成立，则 也就是 

_2≤ ≤T -，于是实数t存在，其范围为[_2， ]． 

嘲 本题在最关键时候，通过构造函数，结合一 
次函数的图像特征，使问题发生了较大的转折，这里一 

次函数的图像特征的利用非常巧妙，具有欣赏价值． 

七、图像——可以求解不等问题 

不等问题是数学问题的主流，随便找一道数学 

题，都可能与不等有关．将不等问题与函数图像结合 

起来，使不等问题变得更加直观、更易于接受． 

豳 设二次函数 )=一ax +bx+c a，b，c∈R 
且a#0)满足条件：①当 ∈R时，f(x-4)=-厂(2 ) 

且 )≥ ；( ∈(0，2)时， )≤( ) ； )在 

R上的最小值为0，求最大的m(m>1)使得存在t∈ 

R，只要 ∈[1，m]就有-厂(X+t)≤ ． 

匮重 由 -4) 2 )得对称轴方程为X=--1，又 
)在R上的最小值为0，因此，可设-厂( )=。 +1) ．再 

由 )≤( ) ．令x=l得 1)=1，因此 }'．．． 
厶 tt- 

)=— 1( +1) ． 

由于f( + )的图 

像是由-厂( )的图像向 

左 (或 向右 )平 移 

}t i个单位所得，欲 

使存在 t使 ∈ [1， 

m]时，有-厂(X+t)≤ ， 

J ̈  

／ ／ 

＼ ／ ／ ，， ’、，， ， ．， 、 ／ 
D 

则必须向右平移，并且 1和m 

个 分别是方程 + ) 的两根
， 即}( +t+1)Z=-x的两根 豳 本题看似简单

，
其实并不容 易．首先要 引入 。 。”’ 4 ～一⋯ 
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不等式，因此是实实在在的不等问题，对问题进一步分 

析时，发现利用图像进行处理很妙 ，也很方便． 

八 ，图像——可以求解最值问题 

函数最值与函数图像的联系是人所共知的，借助 

于图像，通过单调性或图像的其它特征求函数最值也 

是十分常见的方法． 

是否存在非零实数。，使函数f(x)=ax％(a-2)x+l 

在[一2，3]上的最大值为}，若存在，求出n的值；若不 

存在，说明理由． 

堑j本题常规思路首先分两类a>O及a<0．在每 
类中再分三种情况，即对称轴在 [一2，3]的左、中、 

右；然后，综合六种情况产生结论 ，其过程相当麻 

烦．我们不妨转变一下思路 ，看在闭区间上函数的最 

值会在哪些地方取得?由于二次函数在闭区问上的图 

像是一段连续的弧，因此，最值只能在端点或极值点 

处取得，于是有 ： 

(1)若_厂(一2)= 3
，得。一 ，此时的抛物线开口 

向下，对称轴方程为 =一普 [一2，3]，显然_厂(一2)不可 

能是最大值，所以 。≠一 ． 

(2)若／(一鲁 )= 3，即。 (一警 ) +(。～2)‘ 

(一 )+1=}j。2-5叶4：0，得a=l或a=4． 

①当 J时，抛物线开口向上，且对称轴为 = 

[一2，3]，此时_厂( 1)是最小值而不是最大值，因此。≠1； 

②当a=4时，抛物线开口向上，且对称轴为 = 

一

} [-2，3]，此时_厂(一 1)是最小值而不是最大值， 
因此 。≠4． 

(3)若_厂(3)= 3
，
得 23

， 抛物线开口向上， 

且对称轴为 ：等 [一2，3]，此时，在[一2，3]内_厂(一2) 

是最大值，因此。≠篑· 
综合(1)(2)(3)可知满足条件的a不存在， 

{点型数学中很多问题若是循规蹈矩地求解，难度会 
很大，甚至难以求解．倘若打破常规，转变思路，往往会“柳 

暗花明”，以巧制胜本题抓住图像特征，使问题巧妙获解 

九、图像——可以求解充要条件问题 

充要条件具有较强的严谨性与抽象性，它不仅要 

求原命题成立也要求逆命题也成立．对一个充要条件 

问题进行分析，将其转化为函数问题，再结合函数图 

像，也许抽象性一下子降低了很多． 

I萋噬 已知关于 的一元二次方程x％ax+b=0有两 
个实根OZ， ，试证明：fOZ f<2，f f<2的充要条件为 

2la l<4+6且l b l<4． 

(1)必要性．由于八 ) +ax+b的图像是开 

口向 f=的抛物线，且与 的两交点满足l l<2，l l<2， 

那么必有_厂(±2)>0，即 4+2a+b>0且 4—2a+b>0，也就是 

2l。l<4+6．又由韦达定理，得l b l：l l：lOZ l·I I<4， 

(2)充分性，由2la f<4+6，得4+2a+b>0且4— 

2。+b>O，即 ： ’于是两根落在区问(一2，2)之内 
或区间之外．若两根均落在区间 (～2，2)之外，则l b I= 

J凸；8 J=J }·J卢J>4与{b J<4矛盾，故两根均落在区 

问(一2，2)之内．因此，lOZ l<2，l l<2． 

1杰 初看此题，感觉 “高不可攀”，当把它转化 
为二次函数 ，再与二次函数的图像联 系到一起后，难 

度降低 了，只是要求作一般的分析与推理． 

十、图像——可以求解探索性问题 

探索性问题具有新颖性，由于它的结论是未知的， 

常规的解题目标也不存在了，因此，有一定的难度，若 

将其与函数联系起来，再通过图像进行分析，也许思路 

慢慢地就产生了． 

髓 是否存在实数对(p，q)，使 —q>2或 一 
p —q<一2在区l司(一2，2)内无 

解? 

隧 设／x)=--X2+p卅
- 2 

q，若实数对(p，q)存在，结 

合图像 ， 

则 j 

lV 

～ 一一 l 

、 ：2 

}／o 
I 

- 2 

— 2p+q一2>10，⋯。‘(1) 

zP 一2≥0⋯⋯(2) 

孚_q+2 ⋯(3) 

由(1)+(3)得：p≥}或P≤0；(2)+(3)得：P≤一}或 
J j 

P≥0，故存在实数对(0，2)满足题意， 

麟 本题表面上看难度很大，将其内容与图像结 
合起来，难度得到了化解，欲使 “ 。一p —q>2或 ～ 

px—q<一2在区间[一2，2]内无解”，其实就是函数f(x) 

：一 +px+q在区间[-2，2]内的最小值与最大值与一2 

及 2之间的关 系． 

从上述函数图像十大解题功能中，我们看出图像 

在解题上确实存在其优胜之处．它是函数的重要内容 

之一 ，在处理很多问题时都有意想不到的应用，因 

此，重视函数图像是应该的，也是必须的， 
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