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贝0 11c+2d=998—909=89． 

(3)由于O≤2d≤l8，则89—18=71≤ 

11c≤89，故c=7或8． 

当c：7时，11c+2d=77+2d=89，有 

d：6．当c=8时，11c+2d=88+2d=89， 

有d=言，应舍去． 
．

‘

． 这个四位数是1976． 

例4 老师有一叠书分给A、B、C、D、 

E五个学生，先将其中一半给A，接着把剩下的 

{分给B，再把剩下的言分给c，最后D与E平 

分，若E得到6本，则老师的这一叠书原来共有 

多少本? 

分析：我们从最后分得的结果来考虑这个 

问题，因为最后D与E平分，而E得到6本，所 

以D也得到6本，也就是说分给C后余12本， 

又“把余下的 分给C’’，所以c也得到6本，因 
O 1 

此分给B后还有书18本．由于“把剩下的{给 
B”，所以B也得到6本，这样分给A后，还剩下 

24本，又“A分得原书的一半’，所以老师这一 

叠书原来共有48本． 

圆锥曲线中最值问题分类例析 
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与最值有关的问题是圆锥曲线中的一类重 

要题型．在各级各类的试卷中随处可见，由于 

涉及的知识面广、求解的灵活性大，致使很多 

同学感到困难．而圆锥曲线问题又有很强的类 

比性，因此，本文仅对椭圆中的最值问题进行 

分类例析，望由此窥见一斑． 

1．线段和与差的最值 

例1 已知A(4，o)、B(2，2)是椭圆 + 

f，

2 zO 

= 1内的一点，M 是椭圆上的一动点，则 

IMAI+IMBI的最大值为一 ，最小值为一  

分析：易知A为椭圆的右焦点，设左焦点 

为F1，由a2=25知IMF1I+IM I=10，因 

此IMAI+IMBI=10+IMBI_IMF1I．问 

题转化为“求椭圆上一点M 到B、 两点距离 

之差的最大值与最小值’’，因此，连BF1并延长 

交椭圆于两点，其一使IMBI_IMn I最大，另 
一 个使IMBI—IMF1I最小． 

最大值为10~2v~--0，最小值为1O一2Ji-~． 

评注：利用定义促使问题转化，然后再利 

用数形结合是求解此类问题的重要途径．类似 

题如：“若点A(3，2)，F为抛物线Y2=4x的焦 

点，P为抛物线上任意一点，求IPFI+IPAI的 

最小僧’(答案：4)．“点P在双曲线3 2一Y2= 

12上，点M(6，1)，若F为双曲线的右焦点，求 

IPMI+~1PFl的最小值 ’(答案：5)． 
2．弦长的最值 

例2 由椭圆b2x2+02Y2：a2b2(a>b> 

O)的顶点 B(O，-b)引一条弦 P，求BP的最 

大长度． 

分析：设点P的坐标为( ， )，由b2x2+ 

a2y2=02b2得： 2=02一 2(一b≤Y≤6)， 

所以IBPI=、／／ 2+(Y+6)2 
= 妄、／／(62一a2) 2+2b。Y+b2(02+b2)． 

U  

一  

}l3 

(i)当、，／26≤州  ，Y：=：一 得： 

IBPlm 南 网 ； 
(ii)当、，，26>a时，Y=6得： 

IBPI i =2b． 

评注：此类问题求解时，通常转化为闭区 

间上二次函数的最值问题，通过对称轴所处的 

位置进行分类，然后得到结论．类似题如“设 

B(a，．O)，求曲线Y2=2x上的点到B距离的最 
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小值．” (答案：a≥ 1时，最小值为 =1‘； 据；由于涉及运算的式子往往较为复杂，因此除 

当n< 1时，最小值为la1)·“设椭圆 心 了掌握必备的常规技能外，还应根据 点，灵活 

在原点，长轴在 轴上，离心率e： ，已 处理·类似题如：“已知抛物线 ：==一主 +m， 
／ 点A、B及P(2，4)均在抛物线上，且PA、PB 

知P【0， J到这个椭圆上的点的最远距离是 的倾斜角互补，当直线AB在 轴上截距为正数 
、／／7，求这个椭圆的方程，并 椭圆上到点P的 时

，求△PAB面积的最大值，，f答案： 1． 

距离等于、／／7的点的坐标·”(答案：方程为 + 4．离心率的最值 ＼ ／ 

4 4；坐标为(一v'5，一 )及( ，一 
3．面积的最值 

例3 椭圆b2x +a2y =a2b (a>b> 

0)的左焦点为F，过F点的直线f交椭圆于A、 

B两点，P为线段AB的中点，当APFO的面 

积最大时，求直线f的方程． 

A 

、  
／ 

分析：求直线方程，Itt：~：F(-c，0)为已知， 

仅需求斜率，设A( 1，y1)、B(x2，y2)、P(xo， 

珈)，则珈： ． 

由于SAPFO=}IOFI·IYoI= I，只 
需保证IYoI最大即可． _ - 

． f Y=k(x 4-c)， 由1 
6 2 Jr-a2y2：0262 

(b +a2k ) 一2b c尼 一b4k =0， 

lyol=I 6 b+2cnk I 

网b2c：==翥 ≤ 滑 网 ：== 滑 
PFo≤ —b cz

． 

此时雨52 n 一；
-

k= 士 b

， 故直线方 

程为： =士兰( +c)． 
评注：点到直线的距离公式、韦达定理、弦 

例4 如图2，已知梯形ABCD中IABI= 

2ICDI，点 分有向线段AC所成的比为入，双 

曲线过C、D、E---点，且以A、B为焦点．当 

≤入≤ 时，求双曲线离心率e的取值范围 

(2000年全国高考题)． 

J 

一  

A l 。I B 
图2 

分析：以AB所在直线为 轴，AB中垂线 

为 轴，建立直角坐角系，如图2．设IABI= 

2c，梯形的高为h，则A(一c，0)、C(吾，h)，由 

酌得 ( ， )． 
再设双曲线方程为 一 y--=1

， 离心率 

为e=二，由C、E在双曲线上得： 

一  ： 1 l 4a2 b2 ‘ 

[ 『_[ 
(4—4入)=l+2入 

入： ≤ e≤ ：== i 、／7≤ e≤、／10· 

故双曲线的离心率范围为[ ，4i-6]． 

评注：常规思路有两种：①利用基本量之 

间的关系，结合不等式或函数最值进行求解． 

②利用圆锥曲线的第二定义，结合图形进行求 

解．类似题如：“设一系列椭圆的左顶点在抛 

物线Y = 一1上，它们的长轴都是4，且都 

以 轴为左准线，求离心率达到最大时的椭圆 
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施”(熊 + = )；“已知双 
曲线b 一a2y =a2b 的左、右焦点分别为 

F1、F2，左准线为f．若双曲线左支上存在一点 

P，使IPF1I是P到f的距离d与IPF2I的比例 

中项，求双曲线的离心率的最大值．”(答案：1+ 

)． 

5．方程中的某一参数的最值 

例5 已知椭圆2 +(Y一0) =2上恰 

有两点到 轴的距离与到点(0，1)的距离相等， 

求实数a的范围． 

分析：到 轴的距离与到点(0，1)的距离相 

等的点的轨迹是抛物线 =2(Y一去)，问 
题转化为椭圆与抛物线恰有两个交点，即联立 

f 2 +(Y一0、 =2 

⋯

x2=2(y--j去)-
Y 2(a 4 0 = 一 一2) +0 一 = ．、 一 

设f(y)=Y 一2(a一2)y+a 一4，且方 

程f(y)的两根分别为：Yl与Y2，则必有Y1= 

Y2> 或Yl<丢且Y2>去．即 

f△=4(0—2) 一4(02—4)=0 

2(a--2)>1， 

或，( )<0得： 一 <。< + ． 
评注：求解时，利用转化思想将其等价地 

转化为方程组，通过对方程在某个范围内有解 

性的探究使问题获解．类似题如：“已知点A(0， 

2)、B(4，0)，抛物线 ：y=--X +m +1且 

抛物线与线段AB有两个不同的交点，(1)求m 

的范围．(2)求抛物线 在线段AB上截得的最 

大 ．(1)=<3 m≤ ) )； 
“已知双曲线(1一a2) +a2y =a (a>1 

上支的顶点为A，且上支与直线Y=一 交于 

点P，一条以A为焦点，M(0，m)为顶点，开口 

向下的抛物线通过点P，PM斜率为k，且{≤ 
后≤ 1

，求。的范围．”f答案： ≤。≤4、)． 
6．角(或三角函数)的最值 

例6 设P是离心率为 的椭圆6 2+ 

a2y =a2b (a>b>0)上一点，F1、F2为椭 

圆的两个焦点，若 PF1F2=口，ZPF2F1= 

，求tan詈+tan鲁的最小值． 
P 

一  

O j z 

—  

图 4 

分析：设IPF1I=m，IPF2I=n，I F1F2I= 

2 c．由 ：=： = 

：== —sina+—sinfl：==—sina-—sinf~SInot-4-SIn Slnot-4-SIn ，得： ● 

c sin(a-4- ) 1 
一 = ———————————————一 = 一  

a sin +sinf~ 2 
= sin +sinf~=2sin(a+ ) 

2sin COS 

in cos 

8 】 

— an ×tan专：== ‘ 二 O 
·

．

‘

詈、 2∈(0，三)， 
．

·

．

tan Ot> 0
，
tan 0． 

故tan詈+tan 2 ~tan鲁= 

笺，．当且仅当tan詈=tan 口=腻 等号成立
． 

评注：利用正、余弦定理及圆锥曲线的定 

义，将其转化为三角问题或不等式问题进行求 

解．类似题如：‘‘从椭圆上一点M 向 轴作垂 

线，恰好通过椭圆的左焦点F1，且其长轴端点 

A及短轴端点B的连线AB平行于OM．若Q 

为椭圆上任意一点，F2为右焦点，求 F1QF2 

的最大值．”(答案：90。) 

至此可以看出：圆锥曲线的最值问题，虽 

然形式多样、内容丰富，只要我们能抓住最值 

的类型，实旖相应的求解策略，同样可以化难 

为易、顺利求解． 
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