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许 少 

(广东省中山市北大学园 

(本讲适合高中) 

数学竞赛中的客观性试题无论从结构、 

形式，还是从分析、求解，都有独到、新颖之 

处 ．面对这类试题，如何合理 、科学地分析，进 

而快速、准确地求解呢?本文将结合实例介 

绍 1O种求解策略，供参考． 

1 合理预 测 

依据题目的信息特征，通过对试题条件 

及结论的深层分析，先进行初步预测 ，再逐步 

验证 ，是解这类问题的思路之一． 

例 l 若实数 、Y满足 

1+cos2(2x+3y一1) 

+y +2( +1)(1一’，) 
一

一 —  — —

’ 

则 夥 的最小值为— — ． 

分析：这是与三角有关的式子，求解时可 

能会用到三角函数的有界性． 

由 1+cos?(2 +3y一1)≤2，预测 

盟  
一 V + l 

事实上 

+ly +2( +1)(1一，，) 
一  一 一  

二! 二 2：± ! 二 2± 
— Y+ 1 

( —Y+1) +1 
一  

—Y+1 

= ( 一，，+1)+ 南 ， 一V+l 

因 >o，预测正确 ． 
一 V + l ’ 

此时篷 l- l_， ． 
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(c)(o，号) (D)( ， ) 
(1994，全国高中数学联赛) 

分析：当正棱锥的顶点无限接近底面时， 

两侧面所成的二面角无限接近于 7(；正棱锥 

的高无限增大时，二面角无限接近正 ／I,边形 

的一个内角，即 7c．因此应选(A)． 

例 4 设 四面体 四个 面的面积分别为 

s。、s 、s，、s ，它们 中最大的为 s．记 = 

，则 一定满足( )． 

(A)2< ≤4 (B)3< <4 

(c)2．5< ≤3．5 (o)3．5≤ <5．5 

(1992，全国高中数学联赛) 

分析：若四面体是正四面体，则 =4，否 

则 <4；若四面体相对于某一面上的高无限 

接近于 0时，．=【一2，否则 ．=【>2．因此应选(A)． 

3 层 层 深 入 

有些问题的求解想一步到位难度较大， 

若从问题的最简单情形人手，层层深入，问题 

就会渐趋明朗． 

例5 设函数 ( )=l l， ( )= 

Ifo( )一1 I， ( )=Ill( )一2 I．贝0函数 Y 

= f2( )的图像与 轴所围成的图形中的封 

闭部分的面积为— — ． 

(1989，全国高中数学联赛) 

分析：若想直接作出Y： ( )的图像不 

易，但我们知道 =f( )及 Y=If( )I的图 

像之间的关系．若按照顺序 

fo( )=I I—y=fo( )一1 
—  

( )=Ifo( )一1 I—y= ( )一2 
—  

厂2( )=Ifl( )一2I 

作图形变换，则易作出 =f2( )的图像 ． 

易得答案为 7． 
1 1 1 

例6 若 S=1+ + +⋯+去 ，则 
42 43 √ l0b 

S的整数部分为( )． 

(A)1 997(B)1 998(C)1 999(o)2 000 

(第 8届“希望杯”高二试题) 

分析 ：由 + <2 < + 

v／n+1得 

2(√ n+1一√n) 

< <2( 一厢 )． 
√ ／I, 

令 ／I,=2，3，⋯，lO6，得 

2(、／／lo6+1一 ) 

< + 
1
+．． + <一( -1／"2-_ 2 1)． < =+——+⋯ +—7 < l J． √2

√3 ~／l(y6 

由于2(Jl(y6+1一 )>2(J l(y6—1．5) 

= 1 997，2(~／l(y6—1)=1 998，于是， 

1 998<1+ 1
： + 

1
： + ⋯ + —． -_莩<1 999． 

√2 √3 ~／l(y6 

故应选(B)． 

4 取特 殊值 

通过取特殊值可以排除某些备选项、简 

化推理及运算的过程，利用一个恰当的特殊 

值往往可以顺利地得到问题的结论 ． 

例7 给定正数 P、q、n、6、c，其中 P≠ 

q．若 P、口、q是等比数列，P、b、C、q是等差 

数列，则一元二次方程 一2似 +c=0 

( )． 

(A)无实根 

(B)有两个相等实根 

(c)有两个同号相异实根 

(D)有两个异号实根 

(2000，全国高中数学联赛) 

分析：取 P=1，口=2，q=4，b=2，C=3， 

则由一元二次方程2 一4 +3=0易得答案 

为(A)． 

例 8 给定下列两个命题： 

(1)设 口、b、C都是复数 ．如果 口 +b > 

c ，贝0口 +b 一c2>0； 

(2)设 口、b、C都是复数 ．如果 口 +b 一 

c >0，贝0 u +b >c2． 

那么，下述说法正确的是( )． 

(A)命题(1)正确，命题(2)也正确 

(B)命题(1)正确，命题(2)错误 

(c)命题(1)错误，命题(2)也错误 
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(D)命题(1)错误，命题(2)正确 

(1994，全国高中数学联赛) 

分析：由 口 +b >c 说明 口 +b 和 c 

都是实数，因此 n +b 一c >0正确．故命题 

(1)正确． 

由 口 +b 一c >0有没有 口 +b >c 

呢?取 口 +b =5+3i，c =2+3i，即知命题 

(2)不成立．故应选(B)． 

5 变换视 角 

在解题的过程中，当思维受阻时，不妨换 
一

个角度，变换一下视角，有时会产生“柳暗 

花明”的效果． 

厂——了 三三三三三三三 

例9 方程 3+√3+√3+、／ = 

的解为— — ． 

分析：去根号求解很难进行下去．变换角 

度比较 与v厂 的大小．若 < ，则 

<瓜 < 

< 

厂——7 三三三三三  

< 3+√3+~／3+、／， 

与已知矛盾； 

同理，若 >~／r 也与已知矛盾 ． 

故有 ：v厂 ，解得 ：—1+ ',／13
． 

6 整体 运算 

运算或推理中适时地将一些式子看成一 

个整体，进行整体代入、整体变形 、整体求解 

等，会巧妙产生结论． 

例 1O 数列 口I，口2，a3，⋯，口2 ，口2 成 

等差数列，且下标为奇数的项之和为 6o，下 

标为偶数的项之和为 45．则项数 ／I：一  

．  

由 
G 2 G 4： G2 ’ L + +⋯+ =4 

。 f(n+1)口 +I=60，。n+1 4 1 
M ．．=45 ／I 一3， 【眦 

+ l =  

解得 ／I=3． 

例 11 若实数 口满足口 一口 +口=2，则 

( )． 

(A)口< (B) <口< 

(c) <口< (D)口>拒 

(第 12届“希望杯”高二试题) 

分析：易知 0>0，n≠1．因为 

口6+1=(口 +1)(口4一口 +1) 

： (口z+1)． 

=
(口 1)-2

口

=2(口+ 1)>4， 口 、 口， 
所以 口> ． 

由 口 一口 +口=2得 

+1：口 + >2． 

所以，口< ．因此应选(c)． 

7 巧设 辅助 元 

有些问题的条件与结论表面上看似乎没 

有什么联系，但通过巧设辅助元可把它们有 

机地结合起来，结论也就顺利地产生了． 

例 12 已知△ A8C的三边长 n、b、c满 

足：(1)口>b>c，(2)2b=口+c，(3)b为整 

数，(4)口 +b +c =84．则 b的值为— — ． 

分析：由2b=口+c入手，设 口=b+d， 

c=b—d(d>0)，则 

(b+d) +b +(b—d) =84． 

即 3b +2d =84． 

显然，2 为 3的倍数．又由 b+c>口 

b>2d，代入(4)得 2d <12．故 2d =3，6，9． 

验证知 b=5． 

例 13 在坐标平面上，横坐标和纵坐标 

均为整数的点称为整点．对任意自然数 ／I，连 

结原点 D与A (／I，／I+3)，用 厂(／I)表示线段 

OA 上除端点外的整点个数．则 

1)+ 2)+⋯+ 2 OO1)=— — ． 

(由 1990年全国高中数学联赛题改编) 

分析：易得 的方程为 

)，=半 = + 3 (0≤ ≤ )，= = + u≤ ≤n，‘ 
显然，整点时 ／I必为3的倍数．设 ／I=3k，则 
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k+1 

，， T  · 

当 = 及 2 时得整点 ( ，k+1)， 

(2k，2(k+1))． 

故f(1)+／(2)+⋯+／(2 001)=1 334． 

8 合理构造 

构造函数、构造方程、构造图形等是求解 

数学竞赛题的常用手段．通过合理构造常可 

使问题巧妙解决． 

． 例 14 设 厂( )= ‘+ + + + 

d。其中 口、b、c、d是常数．如果f(1)=10， 

2)=20，f(3)=30，则／(1O)+f(一6)= 

(1998．广东省中山市数学竞赛) 

分析：依据f(1)=10．／。(2)=20，f(3)= 

3O构造 

，( )=( 一1)( 一2)( 一3)( 一t)+lO ． 
故 ／(1O)+f(一6)=9×8×7(10一t)+ 

10×10+[(一7)×(一8)×(一9)(一6一t)一 

60]=8 104． 

侈0 15 函数f( )=~／ 一3 一6 +l3 

一 ~／ 一 +1的最大值为
— —

． 

(1992．全国高中数学联赛) 

分析：f( )=~／( 一3) +( 一2) 一 

、／( 一O) +( 一1) 可构造为：动点( ， ) 

到两定点(3，2)、(0，1)的距离之差．由于动点 

( 。 )的轨迹为抛物线 Y= ，作图易得最 

大值为v厂 ． 

还可以构造为 

I( 一3)+( 一2)i I—I +( 一1)i I 

= I(3一 )+(2一 )i I—I +( 一1)iI 

≤I(3一 )+ +[(2一 )+( 一1)]iI 

： v厂 ． 

9 分类讨论 

当遇到的问题较为复杂又确实隐含着划 

分因素时，可以实施分类讨论． 

例 16 若 >0对于任意非负实数 。、 

2都有 + +2xl 2≥c( I+ 2) ，贝0最 

大的常数 c=c( )：— — ． 

分析：(1)当 ≥2时， 

+ +2xl X2 

≥ + +2xl 2=( l+X2) ， 

当 。= ：=0时等号成立． 

(2)当0< <2时， 

+ + 1 2 

= ( l+ 2) 一(2一 ) l 2 

≥( -(2 (半 ) 
=  ( ：) ， 

当且仅当 = ：时等号成立． 

由(1)、(2)知 

r 1 ( ≥2)， 

i (o< <2)． 
例17 △ ABe的3个内角以弧度度量． 

设 M=Acos B+sin A·c0s C，则( )． 

(A)M >0 

(B)当 日≤要时，M>0； 

当 日>罢时，M<0 

(c)当 c≤罢时，M>0； 

当 c>要时，M<0 

(D)不同于A、B、c的结论 

分析：(1)△ ABC为锐角三角形时，M> 

0； 

(2)△ ABC为直角三角形时，M>O； 

(3)△ ABC为钝角三角形时， 

(i)若 A>-5 -，M>0； 

(ii)若 日>3 -， 

M=A(一COS A·c0s C+sin A·sin C)+ 

sin A·c0s C 

=o0s A·o0s C(tan A—A)+A sjn A·sin C 

>0： 

(iii)若zc>罢， 
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M =Acos B—sin A·COS(A+B) 

=COS 8(A—sin A·COS A)+sin2 A·sin B， 

由于 A>sin A，因此，M>0． 

由(1)、(2)、(3)知应选(A)． 

1O 引入特 殊记号 

有些问题 的运算或推理有一定 的规律 

性，若按常规计算不仅麻烦，且易出错．若适 

时地引人特殊记号，充分运用规律，结论会快 

速产生． 

例 l8 在 自然数集上定义的函数 

=  

+7)] 

n~>l 000), 

则 厂(9o)的值为( )． 

(A)997 (B)998 (C)999 (D)1 000 

分析 ：记 ( )=f{f[．．·f( )⋯]}(几 

次迭代)，则 

90)= ’(97)=／ (104)=⋯ 
：  Ⅲ’(1 000)． 

由于／” ’(1 000)=／” (997) 
= ／ (998)=／ 。 (999)=／ (1 000)， 
所以 (1 000)的周期为4． 

”(1 000)= ’(1 000) 

：  (1 000)= (997)= 998)=999． 

因此 ，应选(C)． 

例 l9 设 )=l 1—2x l， ∈[0，1]．习I； 

么，方程 f{f[f( )]}= 1 的解 的个数为 

分析：设 Y=f( )，z=f(Y)，W=f(z)， 

用“一”表示变化情况，有 

：0— 1，Y：1— 0— 1， 

z：l一 0一 l一 0一 l， 

W：l一 0一 l一 0一 l一 0一 l一 0一 1． 

因为“一”的变化是线性的，且是在非负 

实数范围内变化，故 W=f{f[f( )]}的图像 

与W=要交点个数为8，即解的个数为8． 
厶  

练 习 题 

1．若 a、b、c∈R，且4口一46+c>0，口+26+c 

<0，则下列选项中正确的是( )． 

(A)b ≤nc (B)b >nc 

(C)b >nc且 a>0 (D)b >nc且 a<0 

(提示：构造函数，( )=似 +2k+c．答案： 

(B)．) 

2．若实数 、Y满足 一2xy+ 一 一 Y+ 

12=0，则 xy的最小值为( )． 

(A)12 (B)篙 (c) (D)4 
(提示：条件为 、Y的轮换对称式，预测 =Y 

时有最小值 12．) 

3．若实数 、，，满足4 +3，，一2 [ ÷ 】：0， 

则÷的值为—— ([ ]表示不超过 的最大整 

数)． 

(提示：令 ：t，则条件即为1+江[菩】，则 
1+I：【4 t2 J] 1+I≤4 t2≤I+2．得t=一1或I： 

3．故 ：一 或2．) j 

4．在直角坐标平面内的一点到三直线 =0，Y 

=0，4x+3y=12距离的平方和的最小值为— — ． 

c提示： 2+y2+( ) ： 1[2+，，2 、 + ‘L 
+( ) ]×[(一詈) +(一号) +1]≥ 
1 f 4 3 ．4 ．3 12＼‘ 72、 I一了 一3-Y 3- 3-Y一

5J ’) 

5．平面上整点(纵、横坐标都是整数的点 )到直 

线 ，，： 5 + 的距离中的最小值是( )
． 

(A) (B) (c) (D) 

(2000，全国高中数学联赛) 

(提 示：点到 线的距 离 可转 化为 1 25 一 

15y+12I．因 、yEZ，则l25x一15y+12l必为整数． 

而其最小值为2．故选(B)．) 

6．黑板 上写着 1 000，1 001，1 O02，⋯，2 999这 

2 00o个数，每次允许擦去两个数 a、6(a≤b)并写上 

号，如此1 999次以后得到一个数，则这个数必 
( )． 

(A)为奇数 (B)为偶数 (C)小于 1 

(D)介于两个连续正整数之间 

(提示：考察最后一个数的倒数，为此考察 2 000 

个数逐渐减少时倒数和的变化 ，易知(C)．) 
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