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o数学竞赛初级讲座。 

数学竞赛中的 “三个二 二／I 二 

广东省中山市小榄中学 许少华 

广东省中山市实验高中 马荣林 

(本讲适合高中) 

一 元二次方程、一元二次不等式与二次函数简称 

“三个二次”，它们互相联系、互相渗透组成了一个特殊 

的“知识板块”，这个“知识板块”的内容异常丰富，技 

能、技巧变化多端．因此它成了高考命题的难点，也是 

近年数学竞赛命题的热点． 

1 基础知识 

1．1 二次函数的单调性，闭区间上的最值与图象对称 

轴位置的关系 ． 

1．2 二次函数的几种特殊表示形式 

1．2．1 顶点式：厂( )=a(x—k) +h． 

1．2．2 零点式：厂( )=a(x— 1)( — 2)． 

1．2．3 三点式 ： 

，( )= 呈 __ z。)+ 

f(x2)+等 等 f(x3)． 
1．3 求解“三个二次”的常见方法：构造函数、变量分 

离、数形结合、巧用特殊值及基本不等式等． 

例 1 设 ，l>／-2且 ，l∈N，墨∈[0，2]( =1，2，⋯ 

，1)，试证：二次函数，( )=船2—2(奎墨) +奎 2 。  

i： 1 ’ = 1 ’ 

的最小值不超过 ，1． 

导析：引导学生利用特殊值． 
‘

．‘ )=( — 1) +( —x2) +⋯+( 一 ) ， 

‘

．‘ ∈[O，2]，．‘．(1一妨) ≤ 1 f(1)≤ ，l，由于 

( )≤f(1)，故 ( )≤，1． 

例 2 若函数 ，( )：一1 2+ 在[口
，6]上 的 

最小值为 2口，最大值为 26，求[a，b]．(2000年全国联 

赛题) 

导析：引导学生从对称轴人手分析． 
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次”问题 

㈩ 若 

若一≤ 。删f(a) =2a’ 二 
足条件的 a，6不存在． 

(3)若。<。<6 26=萼，或 26=譬， 
【，(口)=2a 【，(6)=2a 

a一一，-2 _7． 

一  13 【b q-
· 

。 

故[。，bill1，3]或[一2一 -7， ]． 

倒 3 若 ，( )=一 +k +c(a，6，cER)在区 

间[0，1]上恒有If(x)I≤1． 

(1)对所有这样的 f(x)，求 IaI+I bI+I cI的最 

大值 ． 

(2)试给出一个这样的 f(x)，使 IaI+I bI+I cI 

确定取到上述最值．(第九届希望杯数学竞赛题) 

导析：引导学生利用二次函数的表示形式． 

(1)由三点 式 令 l=0， 2=1， 3= 1得 

厂( )=[2，(1)+2f(o)一4f( 2-I-[4f(ff ) 

一 f(1)一3f(0)] +f(0)． 

．

‘

． I口I+IbI+I c I=I2f(1)+2f(O)一4，({)I 

+I4，({)一，(1)一3f(0)I+If(0)I≤3If(1)I+ 

8I 寺)I+6If(O)I≤17． 

(2)此时f(1)=f(O)=1，，(_})=一1或f(1) 
1 

‘- 

=f(O)=一1，，({)=1，得f(x)=8x 一8x+1或 

f(x)=一8x +8x一1． 
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2 综合应用 

例 4 设二次函数 X)=一盯 +k +c(12，b，c 

∈R且 口≠O)满足条件 

(1)当xER时，f(X一4)=f(2一X)且 f(x)≥ 

；(2)xE(o，2)时，厂( )≤(互 ) ；(3)厂( )在 R上 

的最小值为 0． 

求最大的 m(m>1)使得存在 t∈R，只要 X∈ 

[0，m]就有 f(x+￡)≤X．(2002年全国联赛题) 

导析：引导学生首先探索 f(x)的解析式，然后利 

用数形结合求解． 

由 f(x一4)=f(2一 )得对称轴方程为 X= 一1， 

又 由③知 f(x)=a(x+1) ． 

再由 ≤厂( )≤( )2’令 

X=1得 1)=1， 

因此 口： 1
， 

．

·

． )=丢( +1) ． 

I 

0 z 

由于 f(x+t)的图象是Oilf(x)的图象向左(或向 

右)平移 l t 1个单位，欲使存在 t使 x∈[0，m]时，有 

f(x+￡)≤ ，则必须向右移且 1和 m 分别是方程 

f(x+t)=x的两根 ： 

即 1( +t+1) =X的两根分别为 1和 m，得 t 
’  

= 一4，，，l 9． 

例5 求实数 a的取值范围，使得对任意实数 x 

和任意实 ∈[o，要]，恒有( +3+2sha Ocos ) + 
‘  

(X+asin 0+口o06 ) ≥吉．(1996年全国联赛题) 

导析：引导学生利用不等式进行转化，然后再分离 

变量，结合最值进行求解． 

设￡ sin 0+o06 (o≤ ≤号)，则不等式转化为 
( +2+ +( + ) ≥ 1

， 

。

．  ( + 2 + t ) + (X + at) ≥ 

2(互 )z= 三一二 
，欲使结论恒成 

立，只须 >i1 ~2t2--2 +3≥o或 2f2 

—

2at+5≤ a≤￡+丢或a≥￡+丢． 

·

．’1≤t≤厂芝 (t+丢) = ，(t+丢)一=号， 
故实数a的取值范围为(一o。，4-6]U[÷，+o。)． 

例 6 已知 f(X)=盯 +b(a，b∈ R)，A ： 

{Xl X)：X}，B={Xlf[f(x)]=X}且 A≠B≠ ， 

求 a +b 的取值范围． 

导析 ：首先引导学生证 明 A B。然后利用 方程有 

解再结合不等式进行求解．证 A B略． 
’

．’A≠ '．．． X)=X，即方程 O．X +b=X有实 

根，得口6≤÷， 

又 B≠ ’．．．方程 f(x)]=X，即 a(o．x +6) 

+b=X有实根，由于 A B。因此，方程可转化为 

(O．X2一X+b)(口2 2+盯 +ab+1)=0． 

由于 A≠B，对于方程 o．x2一x+b=0， if) 
‘  

与方程 a2x +ax+ab+1=O， ② 

方程①的解集不是方程②解集的子集； 

由a2--4a (口6+1)≥o 口6≤一号，当ab=一号时， 

方程①的解 一 也是方程②解，···abe：一号． 

由ab<一导 口 +b2≥2labl>号， 

故口 +b2∈(}，+∞)． 

例 7 设函数 f(x)=ax +8x+3(a<0)，对于 

给定的负数 a有一个最大的正数z(a)，使得在整个区 

间[O，l(a)]上，不等式l X)l<5都成立． ’ 

问：a为何值时z(a)最大?并求出这个最大的 

l(a)，证明你的结论．(1998年全国联赛题) 

导析 1：引导学生从函数最值人手分析． 

由 )=a( +詈) +3一 ． 
(i)若 3—16 >5

，即 一8<口<0时 ，z(口)为方程 

f(x)=5的较小根，由 ax +8x+3=5得 

z(口)：—-4+~／
—

16+2a
： — —  = = < ． 

： 4 l6+2 ‘、 
(ii)若3一 ≤5，即a≤一8时，z(a)为3-程 ) 

=一5的较大根，由 盯 +8x+3=一5得 1(a)= 

±  
a 

=

志4 2a≤ 2= ，此 一 一2 2O— z 
时 ，a=一8． 

因此，。=～8时。z(。)最大值为： ． 
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导析 2：引导学生从 不等式人手 

㈤ -<5 
5 

f 一 ，’ n f 2+ 一 ， l ax2+8 一2≤0
， l ‘十 一 列 ， 

l甜 +8x+8>／0 l 2+8x+量≤0． 
由第二个式子得 

一 詈-√ ≤z<_4。~- ／16。- 8a， ① 
对于第一个式子，由△：( ) 一4(一 )． 

(i)若 zx~<o，lip口≤ 一8时， 

+√ =志  
≤ ； 

( )若 A>O，lip一8<a<O时，得 

≥ 一4
口

+√16口-28a或~, ≤一4口 16-8a 
与①求交集，且得到从 0开始的非负连续区间，只有 

≤一詈-√ <吉， 
因此 ，口=一8时，z(口)最大值 ． 

3 强化训练 

(1)设 f(z)=a．x +bx，且 1≤f(1)≤2，2≤ 

f(一1)≤4，求 ，(一2)的范围． 

(2)设 aER，函数 f(x)=甜 + 一口(一1≤ ≤ 

1)，若InI≤1，求证：If(x)I≤号． 

(3)设 ，( )= 一 +c，且 IzI≤1时，If(x)I≤ 

1，若 l，z2∈[0，1]，试证：If(x1)一f(x2)I≤{． 

(4)已知 f( )=ax +bx+c，当 z∈[0，1]时， 

I，( )I≤1，求证 ：适合不等式 6≤A的最小实数A的 

值是 8． 

(5)若方程 ，( )= +ax+b=0的两实根均为 

非整数，试探求 a，b满足什么条件时，一定存在整数 

n，使If(n)I≤{成立． 

(6)已知 ，( )=aT． +bx+c(a>6>c)的图象上 

两点( l，f(m1))，(m2，f(m2))满足 ：，(1)：0，且 

a +[，(埘1)+f(m2)Ja+fCm1)，(m2)=0． 

中I|}● I|}tI|}参考 
2003年第 5期 

(i)求证 6≥0； 

(ii)问能否保证 f(m +3)中至少有一个是正数， 

请证明你的结论． 

参考答案与提示 

(1)5~f(一2)≤ 10． 

(2)l，( )l=l( 一1)a+ l≤ l 一1 l·l a l+ 

I I≤I 一1I+I量I=1一 +I I=一(I I一{) 

+ 
5 5

． 

。  

(3)‘． I f、( 1)一 ，(z2)I≤ I zl— z2 I· 

I l+ 2—1l≤ l zl— 2l，又 f(1)=f(O)， 

不妨设 I< 2． 

(i)若 2一 l≤{，则I，( 1)一，( 2)I 

≤I l— 2I≤{． 

(ii)若z2一 l>{，则 

If( 1)一f(O)+f(1)一f(X2)I≤ If( 1)一f(O)I 

+l，(1)一f(x2)l≤ l+1一 2<3 -． 

(4)由三 点 式 得 厂( '= [2f(1)+2，(0) 

一 4，(吉)]z2+[4，( 1))一，(1】一3f(O)] +，(0)， 

比较和得b=4，({)一厂(1)一3，(0) 

≤4I，(÷)I+I，(1)I+3If(O)I≤8． 

(5)当 4口 一16b≤ 1时，一定 存在整数 ，l，使 
1 

‘ 

t 

If(n)I≤寺成立． 
(6)(i)易得 口=一，(mi)或 口=一，(m2)，即 ml、 

m2是方程 +缸 +c=一a的两根， 

．

‘

． b 一4口(f+a)≥0，结合 f(1)：0得 b(3a— 

c)≥O．又‘．‘口>6>c，．‘．口>0，c<O．．‘．6≥ ． 

(五)由{p；6；：，=辛一2<上<一号，‘．‘f(x)a b 0 a I + +c 
n(z一1)(z一寺)，由，(埘1)=一n或，(埘2) 

=一n，不妨令f(m1)=一n，得n(z一1)( 一詈) 

一口< 寺<m r<l=~mt+3>1， 
又‘．‘，( )在(1，+o。)上递增 ， 

．

‘

． ，(ml+3)>，(1)>0． 

故结论成立． 
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