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数 列 【l】响 不 等 问 题 

⋯  一一一” ”一一一一一一一一一一 广东省中山市小榄中学 许少华 ～～一⋯一一一一一一一一一 

(本讲适合高中) 

数列是 中学数学的重要内容 ，不等 问题 的求解 是 

中学数学的难点所在，两者结合产生的问题，具有抽象 

程度高、求解灵活性大的特点．在解法上没有固定模式 

可套，且对解题者的数学技能及创新意识的考查具有 

独到之处．因而，它成了数学高考复习的难点和竞赛命 

题的热点． 

1 基础知识 

1．1 递推数列 ：一个数列连续几项之间的关系为递推 

式，由前几项及递推式所确定的数列叫递推数列．等 

差 、等比数列 是两类特殊 的递推数列． 

1．2 两个恒等式 

(1)n a2‘ a3⋯ ‘ an； 

(2)an=nl+(a2一a1)+(a 3一a2)+⋯ +(an— 

a —1)． 

1．3 基本不等式及求解数列 问题与不等式问题常用 

的方法与技能 ， 

例 1 设 S =1+2+⋯ +，z，，z∈N，求 ，(，z)= 

的最大值· (2o0o年全国联赛题) 

导析：此题为基本问题，可引导学生先求出 s 、 

S +l，再用基本不等式． 

由 S = ，得 )= = 

≤ ，当且仅当 =8时等号成立 · 

例 2 数列{a }为非负实数列，且满足 a 一2a l 

+ +2≥0，口l+a2+⋯ +n ≤ 1，是=1，2，⋯，求证： 

口女 +l<丢(是：1，2，⋯)· 
导析：引导学生通过引入新数列进行代换促使问 

题获解 ． 

令 bk= 一 +l由已知得 6七≥bk+1． 

由 1≥ 口l+a2+⋯ +a女=bl+2b2+⋯ +南 

+“女+l≥ bl+2，】2+⋯ +是6★≥ (1+2+⋯ 十k)bk 

≤ <毒， 
例 3 数列 {z }满 足 zl=a>3，且 z +l： 

X n 
2 一 砜 ：j，z 再lg-~- 3

· 

导析：先引导学生证明若z >3时， <寻，然 
后结合恒等式①利用反证法． 

由 = =号(1+ )，可得当以 

>3时， <号<1，即xk>：ok+l_ 
lg．：I 

假设n>3，当 ≥—{时，有z l≥3，由Tl> 
lg亏 

点的直角三角形共有 个 ． 

(2000年江苏省初 中数 学竞赛试题) 

(5)平面上有 1998个点 ，若从 中任取三个点都 能 

构一个角，试求这 1998个点最多能构成多少个角? 

(6)平面上有四个点，如果其中所有两点间的距离 

只取两个不同的值，那么称这四个点及其任意两点的 

连线所构成的图形为四个点的祖冲之图形．请你画出 

4～6个形状不同的四点的祖冲之图形(只需画出示意 

图及简要的文字说明，不要求证明)． 

(第五届祖冲之杯初中数学邀请赛试题) 

参考答案 

(1)D．画图确定． 

(2)C．仿例 2． 

(3)16条．分类计数 ． 

(4)6个、44个．按边长分别为 1、 、2分三类构成 

正方形；分四类构成直角三角形． 

(5) 塑 
． 用归纳法 ． 

(6)①正方形；②两对角为6o。的菱形；③正三角形 

与它的中心；④jEZXABC及其外一点D，其中A、D在 

13C的两侧，且 AD=AB，BE)=DC；⑤正AABC及其 

外一点E，其中 A、E在BC的同侧，且 AE=AB，BE 

=CE；⑥截正五边形 的一角所得的等腰梯形． 
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2>⋯> >．2． ̈≥3及 l 口，得3≤ +1 1。等 

⋯  < ( < 知矛盾． 

1g 3 

2 综合应用 

例4 给定正整数 ”和M，对于满足条件 (1}+ 

a ̈ ≤M 的所有等差数列n1，口2，⋯n ．⋯，试求 S= 

a 1 l+口 +2+⋯+ 2 +1的最大值． 

(1999年全 国联赛题) 

导析 ：引导学生抓住变量与常量． 

设公差为 d，则 nd=口 +1一“l，S=("+1)口 +l 

+ =( +1)(号 一 )． 
思 路 1．由 柯 西 不 等 式 ．得 S≤ ( + 1) 

√[(号) +(一吉 2川 )≤ ( + 

1)，当且仅当 ： }即n +1=一3n 时取得最大 
一  

值 ． 

思路2．由n}+n +l≤M，设l 0t}≤ _Mcos 0，I 

口 +1 l v／---Msin 0，则 

s≤( +1)(号l n + I+ 1 I n I)≤(”+1)(号 
． 

in + o。6 )≤ ( +1)，当且仅 

当 o。s = n = 一 v"lO-M
， 

n + = 王 时取得最大值
． 

例5已知数列；n }满足n。 吉，n ：n 一t+1 ： 
一 1 ，求证 ： < <72． 

导析 ：引导学生对不等式进行适当的放缩 ，再结合 

恒等式(2)． 

易得 n ~an-1>0，又 n 口 一1‘卜 1 n 
一 1< n 一l 

十 n 一  

1
一  

< 1  ：，．．． 1
一  

1
= ( 一 ) 

十⋯ +( 一 )<l+ 1+⋯ + 1<2
一  < 

1< n-1'．．．an=an-1+ 1
口
2 < 1 

+ > ．’ > + 

"an-l'’南 n 一 > > 一 ’ 一 > 南 >吉一 

． ．

·

．  

1
一  

1
： ( 一 )+⋯ +( 一 )> 

(吉一号)+⋯+( ～ 1)=吉一 ．·．‘n = 

号，．·1 <。5+ 1< 并，于是结论成立． 
例 6 设正数 n0，nl，⋯，n2o03构成数列 }n }，且满 

足下列两个条件 ：(1)(．20---~(．22[ ；(2)an-I+ 2 ：2“ 

+ ．求所有满足条件的数列中 n。的最大值． 

导析：引导学生在递推公式的基础上建立 n 一l与 

n  的进一步的关系，由an-1+ j 2n一+ 1 
口 一l：2a ， ① 

或 n 一 ： 1
． ② 

若 口0到 口20o3用了①式 t次，用了②式 2003一t 

次，则 口2oo3=口0(一1) ·2s，其 中I } 2003，且 {s{与 

2003一t具有相 同的奇偶性． 

(i)若 t为奇数，则 s为偶数，得 n0≤2 o0 ； 

(ii)若 t为偶数，则 s为奇数。此时 n0不存在． 

故 口0的最大值为 2 ． 

例 7 无穷正数列 { }具有以下性质： 0=1， 

+1≤墨(i=0，1，2，⋯)． 

(1)试证：对具有上述性质的任一数列 ，总能找到 

一 个 >／1使譬+譬+⋯+X"-t~3．999成立； t Z’ Z ’ 

(2)寻求一个数列使不等式 xo_2+ +
⋯ + 

<4对一切自然数 都成立． 

导析：引导学生思考特殊数 3．999；若左边的极限 

不小于 4．则数 jr／确实存在． 

(1)自已知得等≥ 等1+ ≥景 月 山月一 山 J1月一1 
2～  

2

+鲁+寺≥毫 
Xn_3---- 21+2／ 

．

⋯

， 

X l 

xj ⋯+ ≥ 

21+2／+‘一+({) 一 ． 

因为 lim
．

2 
．

- "

1-({) ～=4，故结论一定存在
．  

H · ∞  ’ 

(2)考虑 ：矿‘。，则 lim( + +⋯ + 

X n- 12

)=lim
。

1

、
1

- q "
,
，

． 令 口∈(0，1)，得 ≤4 

口= 
1

．此时 ：({) ． 
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椤4 8 设 =√2+ 3+···+ ，试证：z +1一 

zn< 1
·  

导析 ：引导学生构造数列 ，再进行适 当放缩完成证 

明 ． 

当 =2时，z3一X2=~／2+ 一 < 1 

当 >2时，构造数列{a {b {c }，使 

a i：~／i+ 1 i 丽 1， ：√ +√( +)+⋯+、／ 十 + ， 

，

： 、／+ i ： + 卜：bb i 1 b，+ ，=√ + ( + )+⋯+了 ，f =盘 一 +n 一 ，+ 
⋯ +aib 一2+b ～

． 

显然 aT +1=口2，aT =b2，且(a 一b ) ：口 一b f_二 

ai+1--6 +l = 结合恒等式① 以2—62 

： 璺 ![鱼 ! ：i丝± )立
．  

c2 。c3⋯ “ f c2。c3⋯ 一 f 

又 > ≥志_} ≥志．志 >志．志斜 z +1一 

62< · < ． 
～  ” n+ l ‘ 

故结论成立． 

3 强化训练 

(1)如果 n =1+ 1+⋯ + (，z E N)
，证明：，z≥ 

2时，n 。≥2(专+_j_a3+⋯+鲁)． 
(2)设 。0=2002，对于任何 非负整数 ，z均有 a +1 
2 

=  

，求证 ：2002一n是小于等 于 a 的最大整 数． 
‘‘* ’ J 

(其中 1≤ n~2002) 

(3)函数 f(x)的定义域为 R，对任意实数 z ，z2 

(z1≠z2)都 有 I f(z1)一f(x2)l< l z1一x2 l，且存在 

xoE R，使 f(xo)="170．又数列 {口 {满足：n1<z0， 

f(口 )=2a +1一a ，试证 ： 

①口 <aT0；②a <口 +1． 

(4)求最小的实数 c，使其具有如下性质：对每一 

正实数构成的数列 {aT }，若 zl+z2+⋯ +Xn≤ z +l， 

贝4v厂 +v厂 +⋯ +v厂 ≤c v／= I ___ 恒 

成立 ． 

(5)~YJJIan}满足：口1 1且a +1 √a + (，z 

≥1)，求证：对于所有的正整数 存在a使号≤ ≤2 
恒成立 ． 

(6)设非负数列 a1，a2，⋯ ，n 满足条件 口 + ≤n 
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+口 ( ， ∈R)，求证 ：对任蒽 均有an 7 “1 

(旦 一1)“ ． 
77l 

参考答案或提示 

c “ 一 =n 一 一一“ 2一a 一 2= 一 n ： 

=1+2(考+⋯+a n)一(壶+⋯+ 1)>1+2(等+ 
⋯ 十詈)一 1+．．-+ ]． 

(2)由 1= l一“ = 1 一l<0 

= 。一 十( +．一十 )><20--n且 

< a ． 

若1≤n≤吉(a。+2) 1十⋯+ < 
< · 

令 口0=2002，1≤ ≤2o02即得结论． 

(3)①用数学归纳法．②a 一a + =a 一号 
·
[厂(a )+a ]= 1 —z。+厂(z。)一厂(a )]，仿① 

即可． 

(4)c= +1．首先取 z =2 ，由 

I 些 ： +1，再用数归法证明． 
一  

~／z1+⋯ +z 

(5)号≤ ≤2 等2a≤a ≤4 2 及2 n≤ a
n

≤ 

2  
。 ，于是字+ an+12≤4n2a+ 2 

l 4 。+ ≤4( +1) ， 

l ≤ + 
+ +d1+)2a~1 2a

ria 3 2

。

，观察、验证得 。一3． f( 
+ ) ≤ a+ ． ⋯ ⋯ ⋯  ‘ 

1)a 詈一 ≤詈(午 

当 = 时 ，结论成立 ； 

当 > 时 ， 一 ≤ 一am 二塑 
n m  n m  n 

·( 一 )≤⋯≤ ( 一一am)
． 令 ： 一 

一

lem  7 。 

是 ，则 1≤ ≤ ，足≥ ，即得结论． 

(本期“竞赛初级讲座”特邀编辑 刘康宁) 

旦 m 

+ 

口 

≤ 

口 

由  

6  

一 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

