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构 造 对 偶 式 证 明 不 等 式 

528415 广东省 中山市北大学园小榄中学 许少华 

不 等 式 的证 明方 法很 多，这 里介 绍构 造 

对偶武证 明不等式，也许在 诸 多证明方 法中 

它别开 生面、独具 风 味”，给 人 一种 赏 心悦 目 

的感觉． 

1 “填充”对偶式 

例 1 求证： 
1 3 2n 一 1 ， 1 

’l4⋯一— 彳。 
分析 不等武的左边是几个 分数连 乘 

积，能不能在每两个相邻的分 数之闻插 八另 
一 个分数?因此 ： 

设 一专·导⋯· ， 

e=詈·詈⋯· ， 

由于 <号， 导<詈，⋯， 
<鼎 ， 

因此 A < B，从而 

< 一 南  <志 。 
故原不等式成立． 

例2 求证：(1+1)(1+{)⋯·· 
(1+ i )> 酾 · 

分析 左边一l12· 5⋯-·耋_三 ，可 
以发现相邻两分 数之 间可 以插八两个分数， 

因此 一旱·导⋯· ； 
e一号·詈⋯· ； 

c一{·舌⋯· ． 
由于 T2_ > 3_ >i4

， 

5 >i6_ >百7， ⋯ ， 

3 n 2>  3n 1>  3n ， 
一  

，  

一  

， 

因此 A。> ABC 

一
(呈
1 ·
立4 ⋯ · 3n 2)(旦

2 ·
旦
5 ⋯ · 

— —  

塑 、r一4．工 ⋯ ．． ± 
3n 一 1“ 3 6 3n 

一 3n+ 1． 

． A> 五—干 ． 

故原不等式成立． 

2 “错 位 ”对 偶式 

倒 3 若n，p， 为锐角，且∞s n 4-COS 

4-COS =1．求证：COt +cot 卢+cot y≥昔． 

(《数 学通报 》问题 839) 

证 明 设 A — cot + cot + COt 
COS n l COS。 

．
COS y 

一 1。i哥 十 五 

B=筹 +端Slrl+ ； sln‘n ‘ sln ， 
c一黑I1+ I1+ il1． Sl n Sl S ， 

结合 已知得 B+ C 一 3， 

A+ B= + + s丽inZfl≥ 3
n n n 

； 
sl ‘ sI 。 sl ‘， 

同理 A + C≥ 3． 

那么 2A+ (B+ c)≥ 6 A≥ {． 

故原不等式成立． 

例 4 已知 z．Y， ∈ R+试证 ： 

+ 
Y
+ 

Y
≥ 。． 

2+ + + 2 。， 一 

‘w．Janoux猜想) 

证 明 设 

一  

．27 + +幂 ， ≈十 j z 
e专 芋+等 + ， + z十V V十 

则 A+ B = 0． 

而A—B=(辱 一 )+ 
(生 ； 一!二 + 

c 一罱Y： 十z z十 
一  ±兰 二=! ：上 

( + )(v+ ) 。 
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± 竺二 一 鼓原不等武成立 

( + ) +z) 4 “和差’’对偶式 

≥ 。， ( + ) + ) ” 

所以 ≥ 0．故原不等式成立． 

3 “互倒”对偶式 

例 5 设乱，。z，⋯， 为互不相等的正整 
数 ，求证 ： 

+ a 2十 a a十⋯+紊≥1+{+⋯+ ． 
证明 设A—n + a2+拳+⋯+》． 

B： _l_+ + ⋯ + _l_
， 

Ⅱ 1 a 2 d  

则 A—B一(dt+去)+(孝+ )+⋯ 
+( + )≥2(1+吉+⋯+ )． 

所 B≤1+专+⋯+音，因此 

≥1+士+⋯+ ． 
鼓原不等式成立． 

例 6 设 d，6，c为正实数，且 abc一 1，求 

证 ： + 1十 ) , 1+ 6)一~ 3
． 址 而 十 十＆) +6)一 ’ 

(第 36届 IMO 试题) 
证 明 设 

南 + 南 + 

f3(d + b)’ 

B = + + ， 

则 +e一[ + ]+ 
F 1 

L + 

F 1 

Lf。(d+ 

b(c+ 

c(n + 

≥丢+{0+ ． Ⅱ 
又 因为 n船 一 1，所 B = 1 1 

l( 1
一 吉)+ 1( 1+古) 

因此 H≥ 1+丢一 一B “ C 

{ 

+ a b≥ ± 
6+ f 。c+ d + ；一 2 

一 + + ， 

e 一 + 
o
+ ， 

S — d 一  — C 

则 B — A 一 4s． 

由于 + 一堑 茎 ：： 

≥彗 一 ． 一 
所 B + A≥ B 一 2 ． 

从而得 (如+A)+A≥婴( +A)一2 

A≥ ÷． 

鼓原不 等式成 立． 

例 8 巳知 I，z2，⋯ ， ∈ R+，且 I+ 2 

+ ⋯ + 一 】．求证 

禹 + +．．．+禹 ≥ ． 
(《数学通报》问题 845) 

证 明 设 

一 禹 + ⋯ 禹 ， 
B— 兰 +r +⋯+ ， 

则 B — A = + 1． 

由于 _ + - 

+ )≥i3 a／ 1一号 

1

≥ 

n z
--

1 + 2z
_ ~  

1～ l 1一 

：  
：±塑 = ． 

1 一  1 

所 B + A ≥ 

固 而 得 ( + 1 

+ 2n～ 1 

A )+ A 

· B 一 2 

≥ _二__ ( 上 1+ A) 
。  

≥ ． 

鼓原不等式成立． 
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