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函数不等式的解题技巧 (连堂讲稿)

528415 广东省北大学园中山( 小榄) 学校中学部 许少华

〔复 习说 明〕
函数 不 等 式 既具 有 函数 的抽 象 性 又 具 有

不 等 式 的 灵 活 性 ，对 能 力 和 潜 能 的 考 查 具 有

独 特 作 用 ，因此 倍 受命 题 者 青 睐 ，近 几年 高 考
试 题 就 是 很 好 的例 证. 本 专 题 复 习的 重 点是 :
函数 与不 等 式 的合 理 转 化 ; 难 点 是 : 函 数 性 质

与不 等 式 性 质 的综 合 运 用.
〔内容 提 要 〕

1. 求 解 函数 型 不 等 式 的基 本 方 法 : 构 造
函数 、变 更 主元 、特 值 转 化 、系数 代 换 、判 别 式

法 、单 调 性及 数形 结 合 等.

2. 常用 化归方式: 利用条件结合 函数性
质、不等式性质 ，将 问题化 归为 函数 问题或 不
等 式 问题 .

[ 范 例 精 选 〕
例 1 设 f (-- ) 二 ax e 十 bx 且
1 ( f ( 一 1) 簇 2 ， 2 簇 f ( 1) 簇 4 ，

求 f ( 一 2) 的 范 围.

解 法 1 由 f (x ) = ax a+ bx 构 造 函数
”， 、 f ( x ) 。.: 。， 、 . 二 。 、二，
F(x) 一艺x ，则F(x) 一ax -f- “是一次函
数 . 因 此 三 点 ( 一 1 ,F ( 一 1) ) , ( 1 ,F ( 1) ) ,

( 一 2,F ( 一 2) ) 共 线 ，即 ( 一 1，一 f ( 一 1) ) ,
，，_ 、、 ， _ 1 ，， _ 、、

( 1 , f ( 1) ) 1( 一 2 ，一 于 f ( 一 2 ) ) 共 线 .、占’J 、‘产/ 、、 ~ 2 ” 一 / 、~ 、-

从而 f ( 一 2) = 2[ f ( 1) + f ( 一 1) 〕一
[ f (1) 一 f ( 一 1) ] = f (1) + 3f ( 一 1) .

以下 同解 法 1
评 注 解 法 1 揭 示 了一 次 函数 与 二 次 函

数 的联 系 ，解 法 2 的关健 是 用 f ( 1) , f ( 一 1) 表
示 系数 a , b，本 题还 可 用 数 形 结合 来 解.

例 2 设a e R ，函数f (x ) 二axe+ x 一
a ( 一 1 < x < 1) . 若 la l ( 1 ，求 证 :

If (x)，( 备.
证法 1 f (x ) = ax e+ x 一 a

二 (x 2 一 1) a 十 x

视 为 a 的一次 函数 ，记

f (x ) = F (a) = (x 2 一 1)a + x ，

la l ( 1，
If (x ) I = IF (a) I

( max ( IF ( 1) I ，IF ( 一 1) I }

= max ( lx 2一 1 + X I ，} 一 x 2+ 1 + X I } .

丫 一 1 ( x 簇 1 ，

}扩 一 1 十 x }

一}(?十告)2一4IC4'
} 一 x ”十 1 + x I

一:一(二一合)_+备.、备�
f ( 1) 十 f ( 一 1)

1 + 1
if (二)}、备�

，， _ 、 。 1 ，， _ 、
一 J C一 1 ) 十. - J l 一 L J

乙

= 一 1 + 2 ’
: 。 f ( 一 2) = f ( l ) + 3f ( 一 1) ，

1 簇 f ( 一 1) 成 2，2 ( f < ) ( 4 ，
⋯ 5 簇 f ( 一 2) 镇 10.

了( 一 2) 的取 值 范 围是 仁5. 10] .

证法 2 由f (x ) = axe+ x 一a 得
If (x ) } = }a(xz 一 1) + x }

成 la d ·IXY一 1 I 十 】x I

( 11 一 1z} 十 }x I.
一 1 ( x 簇 1 ，

0 ( 扩 ( 1 ，

解 法 2 联立{f(1)=af(- 1)=+ b ，
}1 一 x 2} + Ix } = 1 一 x 2 十 }X I

a 一 b ;
1 、。 . 5 一 5

= 一 Clx l 一 百厂十 万 、 丁

解 得
一合[f (1，+f (-
一合[f (1，一f (-

1) 〕，

1) ] .

故

评 注

. ，， 、。 一 5
I J 1- J l ` - .

斗

解 法 1 变更 主元 ，解 法 2 利 用 绝对

则 f (.x ) 二
1 尸，，. 、

LJ C1) 十 了( 一

要[f (1) 一f (一: )]x,
乙

值 不 等 式 进 行 放 缩 ，这 些 都 是 求 解 函 数 型 不

1) ] x2 + 等式的重要 法.
例 3 设 二 次 函 f (x ) 二 x ' -F- bx +

c(b ,c E R ) ，无论 a, /3 为 何 实 ，‘巨有 f ( sina)
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) 0 , f ( 2+ cos (3) C O. ( i ) 求 证 :b+ c = 一 1 且

) 3 ; ( ii ) 若 函数 f ( sin a) 的最 大值 为 8 ，求 b、
的 值 .

即

又 可 知

f (x , ) ~
I , - - ; . _户 1 .

./ l x 2 少

f (X2) > 0 ，则 f <x }) > f <x z) ，

解 (( i ) 无论 a渭 为何实数，均有
f (sin a) ) 0 , f ( 2 + Cos (3) 镇 0 ,

f (x ) 为 减 函数.

那 么 不 等 式 又 等 价 于

f ( 1) 》 0 且 f ( 1) G 0 ，
f ( 1) = 0 ， 。: b + c = 一 1 ，

f ( x ) = x 2 + bx 十 c

则

︸

f ( 2 + Cos
f ( 3) 毛 0 ，

1 2 一 (( 1 + O x + ‘

( x 一 1) ( x 一 c ) .

R) ( 0 ，

·二

又

‘) 3.

( i i ) 丫 f (sin a) sin ' “+ bsin a + c

二 ( si n
b 、。 _ ， b2

a 汁‘- ) ‘一 1 一 U 一 一丁 ，
乙 4

b 1 + c
2 2

芬 2 ，

x 一 3 + 5 一 x 2 ) 2.

解 得 0 ( x 镇 1.
故原 不 等 式 的解集 为 {x )0 镇 x < 1} .

评 注 函数 的单调 性是转化 函数型不等
式 的 常 用 思 路. 本 题 首 先 应 该 想 到 最 终 转 化

为 f <-二) 镇 f ( .二) . 然 后 ，再 寻 找左 、右 两边
的 转 化 策 略 .

例 5 设 二 次 函数 f (x ) = ax e + bx +
c(a > 0) ，方 程 f (x ) 一 x = 0 的两根 x x : 满

曰 一 一 一 _ 1足。G x, < 二< 音·
(i ) 设 f (x ) 的 图象 关 于 直 线 x = x 。对 称 ，

sin a = 一 1 时 f (sin a) 有最大值 :
1 一 b 十 ‘= 一 2b 二 8 .

b = 一 4 ， c = 3 .

评 注 特 殊 性 存 在 于 一 般 性 之 中，很 多
函数 型 不 等 式都 是 通 过 特 殊 值 来 抓 住 问题 的
本 质 ，促 使 问题 获 解 的.

例 4 若 非零 函数 f (x ) 满足 : (i ) 对任 意

证 明 :x oC

( i i ) 当

x ,

2 ’
x 任 (0 ,x ,) 时 ，证 明

x < f (x ) < x 1.

证 明 ( i )

( 1997 年 全 国高考 题 )
b

b _
一 — = 艺x o ，

a

实 数 a ,b 均 有 f (a 一 b) 二 f (a )
f (b) ;

。< 二，<x2< 去，
( i i ) 当 x < 0 时 f (x ) > 1 ;

，， 、 1
hiii 少J L住少= 16'

x , + x 2 =
b 一 1

a

_ . 1

Zx “十 万
> 2x o + x 2，

试解不等式 : f (x 一 3) ·f (5一x2) ( 粤.
4

x ,
x o - '- 下 二。

乙

令 a

则

由 f (a 一 b)

b 得 f ( 0) =

f (a )
f ( b ) ’

( i i ) ’: g (x ) = f (x ) - x 的 图象 开 口
向上 交 .v 轴 于 A (0 ,c) ，在 x 轴 上 的左 交 点 为

解

--
B ( x , ，0 ) ， 过 A , B 的 直 线 在 区 间 (( O,x i ) 上

f ( 一 b ) = f ( 0 一 b ) =
f ( b) ’ 的 图象在 抛 物 线 图象 的上 方 ，则

f ( a + b)
f ( a )

= f [ a 一 ( 一 b) ] 。< f (x ) 一 x < 一 c (x x , ) ，

f ( 一 b)
= f (a ) ·f (b) .

f ( x ) 二 f (要 + 冬)
乙 乙

f (普)f (音， f 7(音，) 0， 生
4’士

从 而

又 因 为

且

f ( 4 ) = 户 ( 2 ) =
1 ，，，、

16,I 、乙夕
1 = f ( 2 一 2) 二 f ( 2) f ( 一 2 ) ，

f ( 一 2) > 1 ，

。<f (2)< 1，即 f (2)一奋�
因此 ，不 等 式 等 价 于

f [ (x 一 3) 十 ( 5 一 x 2) ] 《 f ( 2)

设 x , < x 2，则 f (x ，一 x 2) > 1，

即 二<f (x)< 会(x,一 ，+x.
c _ _ _ _ _ 1 .

{王1 x . . x , = — /R u < 、 x , -- x , } - — T1*
a - 一 a

c = x 1 ·x 2 ·a < SI ，

f (x ) < 1 ·(x } 一 x ) 十 x = X1.

总之 ，当x - (OIXI} x ) 时 ，x < f (x ) < x i .
评 注 直 接 或 间接 地 利 用 图象 ，可 使 抽

象 的 问题 变 得 形 象 直 观 ，易 于 分 析 ，易 于 求

解. 第 (( ii ) 小 题 的解 法 不 同于命 题 组提 供 的解
法 ，请 对 比 阅读 .

〔参考练 习〕
1. 选 择 题
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( 1) 定 义 在 ( 一 oo , + 00) 上 的奇 数 f (x )

为 增 函数 ，偶 函数 g (x ) 在 〔0 ' + 00 ) 上 的 图象
与 了(x ) 的 图象 重合 ，设 a > b > 0. 给 出下 列
不 等 式 :

(l f (b) 一 f ( 一 a) > g (a ) 一 g ( 一 b)

②f (b) 一 f ( 一 a) < g (a) 一 8' ( 一 b)
(Mf (a ) 一 f ( 一 b) > g (b) 一 g ( 一 a )

. f (a) 一 f ( 一 b) < g (b) 一 g ( 一 a)
其 中成 立 的是 ( ) .

(A )① 与 ③ (B) ② 与 ③
(C) ① 与 ④ (D )② 与 ④
(2) f (x ) 为 R 上 的 增 函 数 ，则 f (a) +

f (b) > f ( 一 a) + f ( 一 b) 是 a + b > 0 的

( ) 条 件 .

( A ) 充 分 不 必 要 ( B) 必 要 不 充 分

<C) 充 分 必 要 ( D ) 既 不 充 分 也 不 必 要

2. 填 空

( 1) 定 义在〔一 1, 1〕上 的奇 函数 f (x ) 为
减 函数 ，且 满 足 f (a ) -F- f (a' ) < 0 ，则 a 的值

是

<2) 奇 函数 f (x ) 在 ((0 , + } ) 内递 增 ，且

f ( 一 3) = 0 ，则 不 等 式 x f (x ) < 0 的 解 集 为

f (生) = 一 f ( y ) , f (x y ) = f <x ) + f (y ) ，

从 而原 不 等 式转 化 为 f Cx (x+合)〕<f (1)
f ( 1) = 0 ，
f ( 一 x ) =

f ( 一 1 )

f ( 一 1) + f ( x )

= 0 ，

= f (x ) ，

f (x ) 为 偶 函数 .

又 由 x > l ,f (x ) > 0 ，可证 f Cx ) 在
( o，十 00) 上递 增. 因此 ，不 等 式 又 转化 为

二(x十.合)、。，

}二(二+合)}< 1.
解 得

1 一 护而
4

< x < 0

_ ， ， 1
u } - x 《从 二丁

乙

1 _ _ 1 十 了而
户二尸 ‘、 .2 丁‘、 - ~ ~ 一代产一一一- ‘

乙 4

4. }2ax + b }
( max ( }2a + b } ，1 一 2a + b } } .

}2a + b I = ICf ( 1) + f ( 一 1) 一 2f (0) 1

+ 〔音f (1)一告f ‘一1)]1
3 ，，_ 、

I .T C 1 ) t
乙

1 ，， _ 、 ‘，，_ 、。
二犷.T l 一 1 J 一 GJ CV I I

乙

， . 3 ，，_ 、⋯ 1 ，，
芝盏 I - J C1 l l t I n .r I 一 1 ) 1 t I 一

乙 乙
2f ( 0) 1

3. 函 数 f (x ) 满 足

f (Y) ，且 f (x ) 不 恒 为零 .

f <三) = f (x ) 一
y

当 x > 1 时 ，f (x ) >

， 3
: 盔 于万 心十

乙

1 . ‘
下丁 ~十 乙 = 任 ，

乙

0.解不等式:f (二，+f (二+合)<0.
4. 设 二 次 函数 f (x ) = ax z+ bx + c(a =,P-4

0) 对 一 切 实数 x E 〔一 1, 1〕都 有
If (x ) 簇 1. 证 明 : 对 一切 x 任 [ 一 1, 1〕都 有

}2ax + b I 毛 4.
5. 已知 f ( x ) 是 定 义在 {x Ix E R ,x =;& 0)

上的寄函数，且在( 一 } ,0) 上递增，f (1) =
0 ，解 关 于 x 的不 等 式 f [ log, (1 一 x ' ) + 11 >

0 ( 其 中 a > 1) .

6. 已知 函数 f (x ) 对 于任 意 : , t e R 都 有
f ( : 十 t ) 一 f (t ) = (: + 2t + 1)s，且 f ( 1) =

。.又当x c (0, 1) 时，不等式一 / 、一 一 ~ 、一’2 ‘ 一，’ ‘ ， ‘、

f (x ) < logax 一 2
恒成 立. 试 求 实 数 a 的取 值 范 围.

简 答 与 提 示
1. ( 1) A ( 2 ) C

2. ( 1) 0 < a 簇 1.

(2) (x } 一 3 < x < 3,x =?'- 0 ) .

3. 由f (x ) = f (x) 一f (Y) ，则f (1) = 0，
y

同理 得 } 一 2a 十 bl 簇 4. 故 结 论 成 立.
5. 一 1 < log, ( 1 一 x z) + 1 < 0 或

logo( 1 一 XZ) + 1 > 1，其 中a w l ,
解 得 原 不 等 式 的 解 集 是

(x l 1一生< x < 1 、
1 — 吮二 卫汉.

“ -

1 _ _

1 一 歹 } x Ic- 一
1

1 — — ) 。
“

6. 取 : 二 1, t 二 0 ，则 f ( 1) 一 f ( o) 二 2 ，
结合 f ( 1) = 0 得 f (0) = 一 2 ，
则 f (x ) + 2 = f (x ) 一 f ( 0)

= f (x + 0) 一 f ( 0) = (x + 0 十 1)x
= (x + 1 ) x ,

故 当

10gax

一 ，_ 1 、 _ ，一 ， 、 ，
x 七 l u ，二犷 ) V丁 刁、寺 3A, I x 州~ I Jx

‘

恒 成 立 ，结 合 图象 法解 得

解 得 实 数 Q

0 < a < 二1 ，

，1 二 、 1 一 ， 1
、百 十 1J 百 、 logo百’
的 取 值 范 围 是

l Q 簇 Q < 1} .
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